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V. 


Xj’acclïii favorable que les douée livraisons des Exercices, public'e»en 1826, 
ont reçu des Ge'omètres, détermine l’auteur à en faire paraître de nouvelles. 
II y développera les diverses théories dont ü a posé les bases dans les pre- 
mières livraisons, et traitera plusieurs objets que le défaut d’espace l’avait 
obligé de passer sous silence. 11 s’occupera particulièrement des applications 
de l’analyse à la physique, et montrera les facilités que "présente à cet égard le 
calcul des résidus. Le premier volume des Exercices faisait déjà connaître une 
partie des avantages que l’on peut retirer de ce calcul pour la détermination 
des intégrales définies, pour lasommaHon des suites, et pour l’intégration des 
équations dlflércntielles linéaires. On verra maintenant le même calcul fournir 
des mélliodcs générales pour la solution des problèmes de physique mathéma- 
tiqup, et acquérir ainsi une iniportance qn’on aurait pu ne pas soupçonner an 
premier abord. Ges méthotles contribueront d’ailleurs aux progrès de l’analyse 
infinitésimale , et serviront non-seulement à intégrer des équations linéaires 
aux différences partielles, mois encore à déterminer les fonctions arbitraires 


introduites par l’iote'gration , d’après des conditions données, à développer 
des fonctions quelconques en séries d’exponentielles dont les exposants soient 
respectirement proportionnels aux diverses racines d’une équation transcen- 
dée , et à fixer des limites entre lesquelles se trouvent renfermés les restes 
propres h compléter ces mêmes séries. 




RECIIEUCIIE DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES D’ÉQUIUBRE 

9 

POUR UN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS 


ASSCJETTIS A DES LIAISONS QUELCONQUES. 


§ 1 ." Contidéralions géncrala. 



On peut an'iver par deux route# dilTérenlea aux équations d’équilibre de plusieurs 
forces dont les points d'application sont assujettis à des liaisons quelconques. Le plus 
souvent on déduit ces équationi du pnncip'c de*- Tileases virtuelles. Mais on peut aussi 
les établir dircclament b l'aide de diverses méthodes, entre lesquelles je vais en signaler 
une qui, à cause de sa simplicité, paraît digne de fixer un moment l’attantlon des géo- 
mètres. . . > , 

Considérons nn système de points matériels* A , A' , A’ , etc’...., . sollicités par 
cerfbines forces. Si ces points matériels sont libres et indépendants les uTIs des autres , 
il sera nécessaire pour ^équilibre qu’après awir réduit & une résultante unique toutes 
les forces appliquées è ebaqUe point, on trouve chaque résultante égale è xéro. Mais, 
si les mêmes points sont assujettis è certaines liaisons , comino*ccs liaisons opposeront 
au mouvement du système, ccrtamcl résistances , il ne sera plip nécessaire pour l’équi- 
libre que la résultante dés Ibrccs appltq^cs^è Chaque point s’évanouisse. V 

Il s’agit maiutenant de (aire voir comment on peut ^duire. les- formules d’équilibre 
de la nature des liaisons ^supposéas connues. 'Nous commencerons par exatuiner le sas 
particulier où il, u’ofiste.qu’uac .seule liaison, représentée par une seule équation entre 
lea coordonnées des difTérênts points.* Nous traUcfOlls ensuite le cas généré! où les liai- 
sons sçpt en nombre, qUeldbnqtie. * ’ - *' , , • • • 

* ' î ' 

* ■ . ». 

S 3.' Équilibre de ptïuieun points assujettis A une seule liaisots. 

s-s.*» i, ^ , ,, 

Sirpposoits d’abord .qucMes 'diflRIrains points se Iroirvcnt assujettis'^ iipc seule liaison. 
Soient dans cotte hypothèse i ' • 


IL* axNix. 


y f î ; 


y' 

i J I - > 


etc. . 
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tes coordonnées roclangulairei de« dilTërents poialt yi , A', A' , elc....; 

P, P' , elc. . . . 

« 

les forces qui leur sont appliquées . réduites pour cliaqpe point i une résultante unique, 
et 

L=o 

l’équalioij de condition qui exprime la liaison donnée, L étant une fonction des ra- 
riablcs x, y, z , x’ , y’ , z' , etc. Je dis que l'équilibre pourra s'établir au mojon 
de la liaison , sans que la force P s'éranouisse , et même en général , quelle que soit 
l'intensité de cette force. Pour le démontrer, commençons par imaginer que l'on fixe tous 
les points du système il l'exception du point A qui a pour coordonnées x, y, z, et 
qu'en même temps on supprime les forces P', P’, etc., appliquées aux points A', A', 
etc.... Les coordonnées x,y,*z demeurant seules rariabtës dans l'équation I. — o, 
la Haison exprimée par celte équalion^n'aura plus d'autre effet que d’assujettir le point 
A h rester constamment sur une certaine surface courbe; et, si cette surface présente 
une résistance indéfinie , comme cette résistance a Keu suirant le normale , il suffira , 
pour qne la force P ne trouble pas l'équilibre , qu’elle soit elle-même dirigée perpen- 
diculairement^ la surface. Supposons maintenant que l’on restitue au second point A' 
sa mobilité primitire. L’équilibre sera troublé en général , et le sjrstéme des deux points 
mobiles se mettra an q^urement. Mais il est ejair qu’on paurra toujours empêcher oc 
iiiouTcment par le moyen d'une nouçoHe foroe P' appliquée au point A' dans une 
certaine direction. La forcq P' étant choisie comme on viepl de le dire, restituons 
encore au pomt A'' ..sa moj>ilité primitive. Pour retenir ce troisième point à sa place, 
il suffira éridemment de lui appiiqtter une treisièim force P’ dans une direction dé- 
terminée. En continuant de même , on conclura définilivemeot que tous les points re- 
devenus mobiles, et liés seulcmcltt'par 4'équatieu tL-=.o , pourront être maintenus 
en équilibre è l'aide dç certaiqti forces P , P' . P*. . . appliquées è ces mêmes points 
suivant des directions données. Danr ce cas,Jé direction de chaque force sera perpen- 
diculaire è In surface, que son point d’appUcation'esS obligé dé décrire, en vertu de 
l’équation L =s o , lorsqu'on fixe tous les autres points du système. De plus , l’intensité 
d’une force P pourra être choisie arbitrairement. Mais les inlensiiés do tontes les 
antres forces dépendront nécessairement de l’iatcnsité de la première. 

Pour appfiquer ces principes S ufi c:ikmple , concevons que le système donné se com- 
pose seulement de deux points A , A' sollicités par- les- forces P , P' , et liés 
par une droite AA' de longueur invariable; auquel cas l’éqnalioir L = o sera de 
la forme 

[x — x'y 4- {y^y'Y 4- (* — *')’ = conslanic . 
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( 3 ) 

Alort, *i l'un vient 3 fixer le point A' , lo point A ne pourra plus xo mouvoir que 
sur la surface d’uno sphire décrite du point A' comme centre avec la longueur AA' 
pour rayon; et par suite , pour que le point A demeure en repos , la force P devra 
être perpendiculaire à la surfàeo do la sphère, par conséquent dirigée suivant le rayon 
AA', ou suivant son prolongement. Comme on peut faire nn raisonnement semblable 
è l'égard de la force P', il est permis de conclure que , dans le cas d'équilibre , cti.v- 
cune des forces P, P' agira suivant la droite A A' prolongée dans un sens nu 
dans on autre. De plus , afin que la tendance de cette droite au mouvement reste' la 
même dans les deux sens, il sera évidemment nécessaire qnc les forces P", P' aient 
les mêmes intensités et agissent on sens contraires. Réciproquement , si les forces P , P' 
sont égales et agissent en sens cohtraires suivant la droite AA', il est clair qu'elles 
SC feront équilibre aux extrémités de cette droite. 

Revenons maintenant au cas où plusieurs points A , A' , A’ se trouvent 

asiujettis è une liaison représentée par l’équation 

s 

(i) • 1 = 0. 

^ Soient toujours x, jr, z; x‘ , y' , z'( etc. ...... les coordonnées de ces points; 

P, P', P*, ... les forces qui leur sont appliquées; et désignons par 

X.Y.Zi X' r Z:-, etc.... 


les projections algébriques des forces P^P'P*,... sur les wes des ‘x, des _y*et 
des I. Chaque force devant étreferpendicuiaire è la surface que son point d'applica- 
tion est assujetti è décrire , en wlu <fc la Kaison /; = o , lorsque tous les autres 
points deviennent fixes ; on aura nécessairement 

■V 

V • .* ■ 


H par stiile 







• A 
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( 4 ) 






clc. . . . 


y = x 


K'=x 


, dL 
dy ** 


Z =c X 


dh 
dz * 


Z' = X 


, rft 
rft' ’ 


X, X' de.... désijjnnnl dus coülllcieiru dont le premier dépendra do rintensité de la 
force P , • le second do l’intensilé do la force P' , clc. ... Do plus , comme l’inlcn- 
sité do la force P est une quantité arbitraire , mais de laquelle dépendent nécessai- 
rement les intensités des forces P' , P“ , etc. ... ; ^ il est clair qu’on pourra choisir à 
volonté la valeur du coëOicient X, mais que , la valeur de X étant donnée , celles de 

X', X*, etc devront s’en déduire immédiatement. Pour découvrir la relation 

qui existe entre X' et X , supposons que tous les points deviennent fixes 5 l’exception 
dus deux points A, A'. Alors ces deux derniers points restant seuls mobiles, si la 
liaison L — o a pour eflet do les maintenir constamment It la même distance l’un de 
l’autre, il faudra que les forces P, P' soient égales et dirigées en sens contraires, 
ou , en d’autres termes , que l’on ait 

(4) x'=z—x, r=— y. z'=—z. ■ ' • 

Or , dans la même b^potbésc , l'équation L = o se réduisant à la forme 

% 

(l — a»')* -f. (7 — + (ï — î')” = constante , 


on en conclura 


( 5 ) 


rf/. 

dx' 


dt 

dx 


dL 


dl. ' dt. 


dt. 

di 


dt. 


dy' dy ‘ dt' 

Par suite les formules (5) donneront 

( X=z,“^ 

I X ' — x'^ . 'y'as.— X' 

( ^ ^ dy' 

elles valeurs de X , Z , X' . Y' , Z'^ satisferont aux équations (4), si l’on a 

(7) ^' = ^- 


dx’ 
..dl • 


y=x 

X' 


dy ' 
dL 
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Suppoton» maialenant que , daiM le CM oii ]«( poiiM A, A' Miteot N«i« raokHe*-, 
la Uaiaoa - • 

(8) . - i = o 

n’oblige pin* oe» deux point* k re*t«r contUmment h la mime dittaBoe l’an de l’autre. 
Ou pourra joindre b la Koiaon L = o, celle* qu’on établit entae lu* deux pointa, en 
le* uniMant par une droite invariable , et fixant le milieu de colle druitn. Cela po*é, ti 
l’on désigne par a, b, e les coordonnée* du point milieu , et par ^ la longueur 
de la droite , on aura entre lea six variables 

a>, J, a y' , 

les cinq équations 

L=o; 

+ ®' = so, y+y'=ib, t+i'=*ei 

(a> — »')• 4- (j ' ; 

‘-m 

dont la dernière peut être remplacée par [a suivante 

(lo) (a — aj)*4-(6— /)* + (c — = 

• 

En vertu des einq équations (g) , les positions des points A' no seront pas com- 
plètement déterminées ; mois ils pourront décriro doux courbes correspondantes tracée» 
sur la surface d’une même sphère , de manière à te trouver toujours situés aux extré- 
mités d'un même diamètre. Dans ces courbes, le* bordes correspondantes, et par suite 
le* tangentes menées par de* points correspondant* seront évidemment parallèles. Si l'on 
supposa • 

L — f{x,y,t,x',y',i'...), 

la courbe décrite par le point A en particulier sera déterminée par le système des 
deux équations 

1 /(38,/,*, au — X, ib — y, *c — *,.,.) = o, • 

(a - »)• -H (é -/)* -f (o - . 

Oe plus, si l'on décompose la force P' en deux autres, l’une perpendiculaire è la 
courbe que peut décrire le point^ A , l’autre dirigée suivant la tangente k cette courbe, 
la force perpendiculaire étant incapable de produire auenn efiol, on pourra en faire abs- 
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( 6 ) . . 
Iradion, et ne con*id4rerqae la force dirigée iuiraot la tangente. On pourra de même rem- 
placer la force P' par sa composante suivant la tangente à la courbe que peut décrire 
le point A'. Cela posé, comme les points A , A' sont situés h l’extrémité d’une 
droite invariable dont le milieu est fixe, et que les tangentes men^s par ces points aux 
courbes qu'ils peuvent décrire sont parallèles, il est clair que les forces dirigées suivant 
ces tangentes, pour maintenir en équilibre les points A, A' , devront être égales et 
agir dans le inême sens; ce qui exige que tes forces P, P' , respectivement multi- 
pliées par les ccaious dos angles que forment leurs directions avec le direction de l’une des 
tangentes prolongée dans un sens déterminé, fournissent des produits égaux et de même 
• signe. Or la tangente à la courbe que peut décrire le point A , prolongée dans un 
certain sens , forme avec les axes des angles qui ont pour cosinus 


dx 




dt 


\^{dx' + dy' + dz') 


+ + ’ y/(ds'-¥dy'*dz') ’ 


tandis que les cosinus des angles formés avec les mêmes axes^iar les directions des forces 
P, P' sont respectivement ' 

i. Z ^ 

> ' 'P ' '/*■’ 


X' 
P' ’ 


>•' 

p. . 


p^' 


Par suite les cosinus des angles compris entre la direction de la tangente et celles des 
forces P , P' seront respcclivemcot égaux, le premier A 


et le second è 


Xds+Y dy+Zdt 
P\/{dx‘-t-dy' + dz') ’ 

X'dx + Y' dy't-Z' dt 
P'y/{dx’ + dy' + dt\) 


En multipliant le premier par la force P, le second par la force P', et égalant 
les produits, on trouvera 

Xdijf-ïdy-¥2^t X'' 4»*Y’ *3*^ 

V/(rf** + dy’ + dî>) ~ y{dx'i-dy' + dt’) 
ou , ce qui revient au même , ' • ~ • 

(„)' . Xd<x+Ydj + Zdiz=X'dx‘+r'dj + Z'd,. ■ ■ •> 
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( 7 ) . 

Si dsn« celle dernière équalio4i ou romot pour X, Y, Z, X' , Y',- Z' ieen valeurs 
lirèes des formules (3) , elle deviendra 


I (tL J . àL J , dL . 
(. 5 ) + + 


=.v 


TT “* + T-, “J" T T-; “î 1 • 
da' ,dj' ' dt' ) 


D’ailleurs, en difTèrencianl la première des équalious (i i) , on en conclut 
— ’ rf, "J ' di 

Donc par suite on aura généralement 


dL . , dL . , dl . dL ,dh , dL . 


(|5) 


X = X'; 


on trouvera de même X:=\' , Xsi'", etc>*>> Cela posé, les équations (5) prendront 
la forme 




x = \ÿ^, 

\ dx 

y=x— , 

dj 


(.6) 

i 

dx 

^ etc. ... ; 

r< 

II 

• 

2 ->ë ■ 


et l’on en conclura 


X 

Y 

Z 

X'. 

_ _ 

Z' 

j’dL\ 

~ {dL\~ 

~ l^\ ‘ 

* !dL\ 

fdL\ 


[dm J 

[drl 

l dz ) 

i''*') 

i''/) 

U*'j 


Donc, pour qu’il j ait équilibre entre les forces P, P' , P'.i'. , dans le cas où leurs 
points d’application A, A', A‘,„, sc trouvent assujettis è la seule liaison Lz=a, 
il est nécessaire et il suffit que les projections algébriques de ces forces sur les axes co- 
ordonnés soient respectivement proportionnelles aux dérivées de la fonction L prises 

par rapport aux variables as,^, s; x' , y' , s'; etc Alors , si l’on désigne par 

n le nombre des points A, A', A',... la formule ( 17 ) fournira 3n — i équa- 
tions distantes qui seront précisément les équations d'équilibre. Ajoutons que les résis- 
tances opposées par la liaison L = o aux mouvemenis des points A , A’ , A',,.. 
seront emplofées à détruire les forces P, P'..,, Donc cés résistances seront égales et 
directement opposées aux forces dont il s'agit. Donc les projections algébriques de ces 
réaistanceé sur les axes coordonnés seront respectivement égales aux seconds membres 
des équations (iC) , pria avec le signe — , c’esf-à-dire aux quantités ^ 


Diqitized by 


. ( 8 ) 


(. 8 ) 


dh 

il. 


rfx * 

“V 

dz 

dh 

dL 


dx' * 

^dy ’ 

dt' 


etc. . . . 


Pour montrer une application des principes que nous venons d’étaLlIr, supposons 
’qu’en vertu do l’équation L = a,^ la somme des distances A A' , A' A' , A’ A"' , 

etc respectivement comprises entre les points A , A' , A'... rangés dans un 

certain ordre , doive demeurer constante. Dans cette hypothèse , l’équation L — O 
pourra être présentée tous la forme 

et si l'on fait, pour abréger,- 

(»o) r' = + + etc... 

la formule (■;) donnera 

X r ' Z X' Y' Z' . 


r'" r»~. 


m (^) 

Kn égalaot les trois premières fractions 'entre eiles . on trouve , 

X ' y Z 

'**) 3)-x’~' J-j' t-j' ’ 

nt l’on en conclut que, dans le cas d’équilibre, la force, P est nécessairement dirigée 

suivant la droite AA'. £n égalant les trois fractions suivantes , on trouve 
* 

X' y Z' 




y -3 -J 


ï - »■ -» 


(0' - î>V -S (/-jr)* 

71 rî»* 
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et comme on a , en vertu des équations (so). 




, • r'* '•■î ’ ’ 

on tire évidemment de la formule (i3) 

ou , ce qui revient au même , s > 


A' »'-a ■ X’ y'-r . Z' x'-a' Y'/-/ 


P' 


(» 4 ) p, ^ 


r'^ ■*" P' r' P' 


P' rï 


Cette dernière équation exprime que la force P' forme avec les deux droites Â A' 
À' A' des angles égaux. Do plus , comme , en prenant pour plan des x.y celui qui 
renferme ces deux droites , on a ^ ■ 

Z=0, 1=0, *:=0,_ ^ _ 1 

1» ^ 

et qu'alors on tire de la formule (ai) ^ 


• é 


Z' = oi 


s 


il est clair que la direction de la force P' est comprise dana le plan de cos mêmes 
droites. Par suite, elle est dirigée de manière à diviser l’angtir des droites AA,A A’ 
en parties égales. 

On se trouverait conduit aux mêmes conclusions par la géométrie, cp observant que 
la force P' doit être perpendiculaire k la surface que le point A' est obligé de 
décrire quand 11 demeure seul mobile. Or, dans cette hypothèse , il no reste de variables 
que tes longueurs AA', A' A'* dont la somme doit être' constante. Le point A' 
décrit donc alors un ellipsoïde de révolution engendré par, un®i ellipse dont les points 
fixes A', A" sont précisément les deux foyers; et la force; P’, devant être normale 
k rellipsoidc, par conséquent 11 l’cUiiiso générjstrice, divisera nécessairement l'angle formé 
par les rayons vecteurs menés'aux foyers, en deux parties égales. 




II.* AXNàc. 




S’ 


# A 
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§ 3.* Équilibrt de plusUur» pointe assujettis à diverses liaisons. 

Considérons mainteoant de* forces P, P', P',..., dont les points d’application 
, A', A’... soient assujettis & des liaisons quelconques. Soient toujours x, y, î; 
y\ les coordonnées des différents points i X, Y, Z-, X', Y', Z',,., le* 

projections algébriques des forces P, P',.,, sur les axes coordonnés; et supposons 
que les diverses liaisons soient exprimées par les équations 


(') 


£. = 0 , M = 0 , N = 0 , etc. .... 


L. M, N,.,, désignant des fonctions des variables as, j', z; x' , y' , s'; etc.... 
Si I équilibre a lieu , en vertu dos liaisons données, entre les forces P, P', P',... 
on pourra , sans troubler cet équilibre , substituer à la première liaison L — o, le sys- 
tème des résistances qii’clio oppose aux mouvements dos différents points , c'est-à-dire , 
un système de forces dont les projections algébriques sur les axes seraient des quantités 
do la forme 



/ 


dL 

• 

1 dx • 


~^dt ’ 

(«) 


dL 

dL 


^ ds/’ 

~~ <>ï’ 



\ — etc. . . , 



On pourra ensuite supprimer la seconde Maiaon, pourvu qu’on 1 
tèrno équivalent de forces dont les projections algébriques sur 
forme 

) 


dU 

dM 

I 

1 ^ * 

■“ dy ’ 

^~d7 ‘ 

(3) 

dU 
■“ d_x' ’ 

dM 

d.M 

\ 

. —etc.... 




Ed conlinueiQt de même, on iinira par suppririier toutes les liaisoMr%AtGhacuiie so 
trouvera remplacée par le «les léltMiSlii^ti'elle oppose aux moi/Vements des 

différents points. Alors', cée p^Ms élai>| nA^aw^Jibres et indépendants les uns des 
autres , il devra y avoir a^acémeat éqadÜ^*«Btri ta force et les résistanf es appliquées à 
chacun d’eux. Cela posé , l'équilibre entre ta force et les résistances appliquées au point 
fournira les équations ' 
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( “ ) 


, dL 

dU 

dN 

1 

1 

! da 


dM 

dN 



dy ' 

dL 

dM 

dN 

dz di 

di 


nu , cc <|ui rcricnt ou mémo, les suiranles 


( 4 ) 


^ rfL , dM . dS 

I • !• 

■ . dL , dM . dN , 

.y = x_ + ,_ + v_ + oic 


„ ^ dr. , dil dN , , 

^=^rf7+'‘'rfr+’'rfr+'“=‘ 


On trouvera pareillement , en considérant l’équilibre des forces appliquées au poiul yé , 


(5) 


( J jr =i_ +j.^ + *!®- “• ’ 
..dL . dM diV 



, rfi , dil dN 

^ -^^ + <' 7 ?“**’ + 


r w'f 


: • v:0. 


etc. 


Si n désigne le nombre des points A, A', A‘, etc cl m le nombre de» 

liaisons L — o, M = o , /Vc= o , etc. ... ; 3 »i sera le nombre des équations (4) , 

(5), etc....; et, lorsqu’on aura éliminé entre ces équations les inconnues i, (»,*, etc..., 
il restera 5n — m • équations d’équilibre. Les variables x,y,si x' , z' ,^olc..., 
étant ellos-mémes au nombre de -Bn, et liées par »t» équations, 3n — »n sera 
rneore le nombre des variablua'indépondantcs. ' ^ 

Les 5n — m équations que nous venons d’indiquer, cl qui sont nécessaires dans 
le cas d’équilibre, suffisent évidemment pour l’assurer. Eu elTet, ces 3n — m équa- 
tions expriment qu’on peut satisfaire siqiullanémeot par des vafeurs convenables de 

) , I* , . , etc aux formules (4)., (S) , etc. ..*. Or, dans celle hypothèse , la force P 

pourra étfe remplacée par dés forces Ç , i? , etc. • . • , dont les projections algébri- 
ques sur Tes axes soient respectivement 


Digitized by Google 


( 1 * ) 



i 


dt. 

<‘y 


la force P' par de» forcea 
lea axea aoient respectivement 


dL dL 

^ da' ’ ^ rfy' * 


dL 

HT' 


dtl dM 


dU 


etc.... 


0 ', R' , etc dont les projections algébriques sur 


dL 

dz' ’ 


dit 


rfif. 


dx^ * dj' * 


dM 

etc...; 


etc... En conséquence, au système des forces P, P', etc...., on pourra en substituer 
plusieurs autres, savoir, i.* le système des forces Q, Q' , etc. ..< , qui seront dé- 
truites par la liaison Z. = o; a.* le système des forces R, R', etc qui 

seront détruites par la liaison M = o, etc.... Donc te système des points A , A' , 
etc.,... sera dans le mémo cas que s’il n'était sollicité par aucune force. Donc il y aura 
équilibre. 

Nous avons remarqué ci-dessus que le nombre des équations d’équilibre était toujours 
égal au nombre des variables indépendantes. On vérifie cette proposition dans le cas 
d’équilibre d’un polygone dont les côtés sont invariables. Il eSt également facile de 
s’assurer qu’elle est vraie pour un point libre , ou assujetti è rester sur une surface ou 
sur uno courbe , et pour un système invariable libre dans l’espace, ou assujetti è tourner 
autour d’un point fixe; cIc.... Lorsqu’il n’y a qu’une seule liaison entre n points, le 
nombre des équations d'équilibre se réduit, ainsi que le nombre des variables indépen- 
dantes, è 3n — I ; et ces équations coïnéident avec les formules (3) du § s. 


S 4'* Principe det vitestet virlutllct. 

< 

La recherche des équations d’équilibre de plusieurs forces P, P', P",... dont les 

points d’apiÿcation (æ, 7 , î) , {x' , y' , z'), etc sont assujettis à des liaisons 

représentées par les formules L — o, iI = o, etc peut être réduite, comme 

on l’a vu dans le paragraphe précédent, à l'éliminatioa des inconnues X, 

entre les équations (4) , (5) , etc Or , un moyen fort simple d’ellaetuer celte éli- 

mination est do recourir è la co nsidération dg fcjilnaaea-vtrtgeWrtls en opérant comme 
l’a fait M. Poinsot dans le 1 3.* cahier du journal fle l'École polytechnique. Je vais rap- 
peler en peu de mots les résullats 'auiquels.oil parvient de cette manière. 

Lorsqu’un point matériel se meut sur un ^ plan ou dans l’espace, les coordonnées 
X, y , Z , ainsi que l'arc a de la courbe décrite , varient avec le temps t ; et, si 
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f’on auppote cet arc compté de manière h prendre un accroiaseiuent poailif a a , dai» 
le eu oü l'on atlriltue au temps ( un accroissement positif A ( , la limite vers la- 

quelle conrergera le rapport — » tandis que ses deux termes recevront des valeurs 

de plus en plus petites , ou , ce qui revient au même , le rapport entre les accroissements 
infiniment petits et simultanés de l'arc s et du temps t , sera ce qu'on nomme 
la vitesse du point matériel è la fin du temps (. Donc , si l'on désigne par u cette 
vitesse , on aura 

• rfi ^/'{dx’+df‘ + dz‘) 

(') '*~'dt Tl ‘ 


De plus , la direction de cette vitesse ne sera antre chose que la direction de la tangente 
menée par l’extrémité de l'arc s è la courbe décrite, et prolongée dans le sens du mou- 
vement; d'oü il résulte que les cosinusdes angles a, p, 7. formés par cette direction 
avec les demi-axes des coordonnées positives, seront respectivement 


, , dx . dy di 

(ï) cos « = — , cos P = — , cos 7 = . 

d$ as d M 

Cela posé, si l'on imagine que la. vitesse m soit représentée par une longueur portée 
sur sa direction è partir de l'extrémité do l’arc s , les trois produits 


OA cos a , U cos P , (O cos 7 , 


exprimeront' ce' qu'on doit appeler les' pr^'ertians algébriques delà vitesse sur les axes 
des X, jr,' et i [voy, le 1." volume, page 5 g], et se trouveront délermiués par les 
équations 


( 3 ) 


U cos a: 


dx 

' dt ' 


dy 

.cosp^- 


d: 

w COS 7 = — 
dl 


Supposons maintenant que plusieurs points A, A', A',., soient assujettis A 

certaines liaisons 

(4) L = o, N = o, M — o,‘ 

L, M, N étant fonctions des coordonnées x,y, x' , y' , z',-etc.... Tous les 
mouvements que le système de ces points pourra prendre par l’ellèt d'une cause quel- 
conque, sans que les liaisons' soient troublées, seront ce qu’on appelle des tnoüvements 
virtuels, et les vitesses des difTéronls points dans un mouvement virtuel quelconque 


Digitized by Google 


( >4 ) 

!><Tont cc qu’on nnnmie des vitesses virtuelles. Or, comme il tufflra de connaître les râ- 
leurs de CD, y, ce', y', etc...., oxprimdcs en fonction do t, pour en déduire 

immédiatement celles des quantités 


( 5 ) 


77 ‘ 


dt 


dt 

7t‘ 


dx' 

"TT 


<iy' 

dt 


dt 


etc. 


il est clair que les projections algébriques des vitesses virtuelles seront liées entre elles 
par autant d’équations que les coordonnées des dilTérents poigts. En eflet , on aura , 
dans tout mouvement compatible arec les liaisons données. 


(fi) 


dL dx . dL dy 
dx dt dy dt 


dL I ^ 
dz dt dx' dt 


-(-elc. ... = ( 


düi dx , dM dy , dM dz dM dx' 

dx dt ^ dy dt dt ^ dx' dt ^ 


\ etc. 


Cela posé, concevons que les différents points, étant parvenus au bout du temps t 
tians du oerlaines positions, puissent y être maintenus en équilibre par le moyen de 
forces 

P, P', P‘ 


dont les projections algébriques sur les axes des pe,y,z soient respectivement X, 
y, Z; X' , y , Z' ; etc Alors, pour obtenir les équations d’équilibre , il suf- 

fira d'éliminer les inconnues X, p, V * entre les formules (4) , (5) du § 5. Or on y 
parviendra évidemment, si l’on ajoute ces formules, après avoir multiplié la prcfhièrc 

dx , , dy , 7'., dz dx' 

par — , la seconde par —, la troisième par — , la quatrième par elc... 

On trouvera do cette manière 


(7) 


dt ^ dt ' dt 


■ X' ^ — |-etc. ... = 0. 
dt ' 


Par conséquent, lorsqu’il y a équilibra, l’équation (7^ subsiste dans un mouvement 
virtuel quelconque. 

Réciproquement , si l’équaiion (7) subsiste dpns un mouvement virtuel quelconque , 
je dis qu’il y aura équilibre. En effet, dons cette hypothèse, la formule (7) sera satis- 
faite pour tous les systèmes de valeurs des quantités 


9> 
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qui loront propres à vérifier les équations ( 6 ). Pa> suite, si, au moyen des équatiu'tis 
( 6 ) , on élimine de la formule ( 7 ) m de ces quantités , toutes les autres pouvant etn* 
choisies arbitrairement , leurs coefficients devront se réduire à zéro. Or, pour eflcctui'i' 
l’élimination, il suffira d’ajouter b la formule ( 7 }, les équations ( 6 ) respectivement miil- 
tipliées par des facteurs indéterminés 


— 


— 1 », — ' 


etc. ... 


et d’égaler ensuite & zéro les ns premiers coefficients de 
dx dy dt 


dt 


dt’ 


dt ’ 


etc 


Les facteurs X , f> , >.... étant choisis de manière h remplir ces conditions , c’est-b- 
dirc , de manière b faire disparaître les m premiers termes de la formule 


/ 


(9) 


\ Hx 

]7T 


dt 

dt 

It 


/ „ • dU rfiV 

[^-^^-‘^'77 — rflï-®*'”’ 

dL d.V rf.V , \ 

,lv, ‘'‘U . . \dx' 

etc = O , 


les coefficients des 3n — m derniers termes devront encore être séparément nuis. 
En conséquence on pourra réduire b zéro les coèfficienis do tous les Icmies, c*cst-b..dire , 
satisfaire aux équations (4), (5)... du ^ 3.* par des valeurs convenables des facteurs 
X , (» , s ... ; d’où il résulte qu’il y aura équilibre dans le srslème des points /I , A-' , 
A", etc 

L’équation ( 7 ), qui^ subsiste , lorsqu’il y a équilibre, pour tous les mouvements virtuels,^ 
renferme ce’qii’on appelle le péincipc des vitesses virtuelles. Elle peut' être, présentée 
sous une autré forme qu’il est utile do connaître , et que nous allons rappeler ici. 
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A 

$<ilt U la Titcuo TÎrlaclle du polot matériel A, et P, u l'angle comprit entre 
la direction de cette vitesto virtuelle et la direction de la force P. Comme let cosinut 
des angles formés par ces deux directions avec les axes sont respectivement 


' ( \ 


(49 

*> 

\ at / . 

W 

\dt) 

ù» 

X 

y 

Z 

P ’ 

P ’ 

P ' 


on aura é>idemment 

(>0 


A 

COs(P,»i) : 


dt dl dt 

P.» 


(fi) 


àx dy dz A 

^ ^ ^ 77 = 'P'-"» • 


dt 


On trouvera de même, en désignant par »' la vitesse virtuelle du poiut A' , 


(i3) 




etc. ... Par conséquent l'équation ( 7 ) pourra s’écrire ainsi qu’il suit 


A A 

(i4) P» cos(P,m) +P'«'cot (P',w') 4- etc. ... = 0 . 

Dans celte dernière , chaque terme représente le produit d’une force par la vitesse vir- 
tuelle du son point d'application et par le cosinus de l'angle compris entre la direction 
do la force et la direction de la vitesse virtuelle. Un semblable produit est ce que nous 
nommerons le moment virtuel do la force. On peut l'obtenir en multipliant la force par la 
vitessp virtuelle projetée sur la direction de la force , ou la vitesse virtuelle par la pro- 
jection de la force sur la direction de cette vitesse. Cela posé, on peut énoncer le prin- 
cipe des vitesses virtuelles de la manière suivante. 

Pour que l'équilibre ait lieu entre plueicuri force* dont la point* tC application tant 
anujctti* à des liaiion* quelconque* , il at néceetaire , et il *uffit que la tomme da mo- 
ntent* virtuel* de ca différente* força toit égale é zéro, dan* tou* U* mouvement* 
virtuel* potsible*, cat-à-dire, dan* tou* la mouvement* compatible» avec U* liaiion* 
tlonnéei. 
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Lorsqu’on veul déduire du principe des vitesses virtuelles toutes les équations d'équi- 
libre relatives i un système donné , il suffit de considérer successivement autant do mou- 
vements virtuels distincts les uns des autres qu’il y a do variables indépendantes parmi 
les coordonnées 

X, y. Zi x' , y' , z' i etc 


Le nombre de ces mouvements virtuels sera donc an — m , si n désigne le nombre 
des points donnés , cl m le nombre des liaisons auxquelles on les suppose assujettis. 

Pour montrer une application de la formule (7) , concevons que les liaisons établies 
entre différents points A, A', A'... permettent d'imprimer à ces mêmes points un 
mouvement commun de translation parallèlement il l’axe des x. Ce mouvement de 
translation sera un mouvement virtuel, dans lequel les vitesses virtuelles », u', 
seront égales entre elles; et, si,' pour fixer les idéos, on suppose le mouvement dirigé 
dans le sens des x ^ positives , on aura évidemment 


(. 5 ) 


/ dx dx' dx“ 



dy dj' _ dj“ 

, dt dt ~ dt 


f dz dt' dt'' 

^ ~dt ~dT di ' 


Par aaite , la formule (7) doBitera , * . é. 

-• ■ * ■' -.«'IVy . ^ # >-■ . ; !.. • 

(*6) )-.è.<ip. 0“ = ® > r*'‘ 

et comme , par hypothèse , la quantité u n’est pas nulle , on tirera de l'équation (16) 


(17) ' + + ; = o. V - 

t. ■ * ’ V . 

Do même , al un mouvement commua de translation , en vertu duquel les différents points 
acquerraient simultanément d«s vilealea égales'^ parallèles k l’axe des y', ou h l’axe 
des Z , est virtuel , c’cst-&-dire compdtiblb avee'-iü'liàisoos donnécs« la formule (7) 
entraînera l’équation ,• ^ ■ -.Vif, 


(> 8 ) . 

ou la suivante ; 
(• 9 ) 


r +¥'+¥•+ =0, 

Z -j- Z* -j* Z* O . 


3 
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ConoeroM encera qo« , md* troubler les liaûons établie* , on puieae impriiber au *ya- 

tème de* point* A, A' , A', etc un meurenieDt général de rotation autour 

de l’axe des x; et lupposoo* , pour fixer les idée* , que ce mouTement de rotation soit 
direct , la courbe décrite par le point (x , y, :) , dans le mouvement virtuel dont il 
s'agit, sera un cercle dont nous désignerons le rayon par r, et dont les équations seront 
de la forme . 

(so) CB = constante , y* + i* = r’. 

Or , si l’on différencie ces équations par rapport au temps , on trouvera 


( 21 ) 




+ ® 



D’ailleurs, dans un mouvement de rotation direct autour de l’axe des x, le point 
{x,y, z) sera porté du câlé des r positives ou du côté des s négatives, suivant 
que l’ordonnée y sera clIo-mCme positive ou négative; et par conséquent le coeilicient 

différentiel ~ sera une quantité de même signe que y. Cela posé, on tirera de 

l’éqaalion (ai) 

y -ï V(J'*+*’) ' 


Ajoutons que,* si l’on nomme s, les arcs de cercle décrit* par 4es différents 

points h la fin du tesnps (; r, r'... les rayons ^de ces mêmbs cercles , et as, as'... 
les accroissements infiniment petits que prennent les arcs s, s'... pendant l’instant- 
as, on aura évidemment * 



ou 


I Af I 
r' 



et par suite 


ou plus simplement 
( 23 ) 


I dt •! dt' 

T dt ~V~dT 



Dbne les vitesses virtuelles 


das_ différents points seront proporlionnrl(es aux rayons (k» 
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cercle* d^criU; et «i l’on appelle n la riteMe angulaire du lytttane, e’ett-à-dire la 
TÎtesse d'un point (itué h l’unité de dntanca do l’axe de* to , on aura 


(» 4 ) 

1*5) 


• = »r , 


;»r . 


Cela posé, le* équations (ai) et (a a) donneront 


(*6) 




dt 


dt 


w' = »r*. 


dt 

liT-y' 


etc 


On trourera pareillement 


(*7) — = “• 


iy' 

dt 


dt' 

-dT='‘y 


etc. ... : puis l’on tirera d« la formule (7) 

(a8) • CrZ-*j'+7'2:'—»'r4-. -)•=<>! 

et , comme par hypothèse la quantité • n’est pas nulle , on trouver* définitivement 

(*9) yZ — »Y -{-y'Z' — t'Y' + tui....=a. 

Do même , si un mouvement général de rotation en vertu duquel chacun de* points 
A , A' , A' décrirait autour de l'axe des y ou de* s un arc de cercle propor- 
tionnel à sa distance à cet axa , était virtuel , c’est- 5 dire compatible avec les littisons 
donnée* , la formule (7) entraînerait l’équation 


(3o) 

ou la suivante : 
(3.) 


— — cD'Z'-4-etc..,.=o . 


, r—yX -I- a>' y —y'X' + etc. ... = o . 


Il est bon d’observer ' que les équations (17). (18) et (19), ou (ag) , (3o) et (3i) sont 
précisément colles qu’on obtient en égalant * léro les sommes des projection* algébrique* 
des forces P , P' , P' ... , ou de leurs moments linéaires sur les axes de* x, y, t. 
Ajoutons que chacune des sommes ainsi cakulées coïncide avec l'une des projections 
algébriques do la force principale ou du moment linéaire principal. 
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Lorsque les poiot» A, A', A'... composent un système invariable de forme, mais- 
entièrement libre dans l’espace, les six mouvements généraux do translation parallèle- 
meut aux axes coordonnés et do rotation autour do ces axes sont compatibles avec les 
liaisons do ce système. Par suite, la forniulc (7) entraîne les six équations (17) , 

(iq) , (aq). (ôo) cl ( 3 i). D'ailleurs, dans la même hypothèse, celles des variables 


». y. 


y . • 


etc. . 


que l’on petit considérer comme indépendantes, se réduisent évidemment à six. En 
effet, puisqu’on suppose les points A, A", A’, A'"... liés invariablement les uns 
aux autres, la position de chacun d’eux sera complète.ment déterminée dans l’espace, 
si l’on connaît la position des trois premiers, c’est-à-dire les neuf dliordonaées x, y,z; 
x' , y' , z' ; x‘ , y“ , î* . De plus, les trois points A, A', A’ étant liés eux- 
mêmes par trois drdiles invariables, les neuf coordonnées dont il s’agit seront assujetties 
à trois équations de conditién ,cn vertu de^ucllcs trois de ces coordonnées deviendront 
fonctions des six autres. Donc il n’y aura effectivement que six variables indépendantes , 
et les six équations qu’on obtient en égalant à séro les sommes des projections algébriques 
des forces données ou do leurs moments linéaires sur les aces des x, q* ol :, sulli- 
ront pour assurer l'équilibre. En d’autres termes, il suIGrâ , pour l’équilibre, que la 
force principale et le moment linéaire principal s'évanouissent. 

Si un système invariable do forme était retenu par un point fixe , les mouvements de 
translation dirigés parallèlement aux axes cesseraient d’être des mouvements virtuels, 
puisqu’ils ne pourraient avoir lieu sans rompre les liaisons établies. Mais , en prenant le 
point fixe pour origine des coordonnées, on pourrait encore imprimer au système des 

points A i A', A“ un mouvement de rotation autour de l’uu quelcenquc des 

axes coordonnés. Par suite la formule (7) entraînerait toujours les trois équations (aq) , 
( 5 o) , (âi) : et CCS équ.ilions , «IouLIq nombre serait précisément égal à celui des variables 
indépendantes , sulliraicnt pour assurer rùjuilibro. i 

Si le syslèinn invariable était retenu par deux points lires, un mouvement virtuel ne 
pourrait être qu’un mouvement de rotation autour de l’axe fixe passant par ces deux 
points; et la furmidc (7) no fournirait plus qu’une seule équation d'équilibre, rolotivc à. 
ce mouvement virtuel. Si l’on prenait. l’axo fixe pour axe des z, l’équation unique 
d’équilibre serait celle qu’on obtient en ajoutant les projections algébriques deà moments 
linéaires des furers sur cet oxe. al égalant la somme à zéro, c’csl-à-dirc l'équation ( 5 i). 
II est d’ailleurs fncllo de. voir qu’il n’exislo dans le cas présent qu’une seule vaiiable in- 
dépendante. 

Si le système invariable pnavail recevoim nnn-scnleincnl un mouvement de rotation 
autour de Taxo des z, mais encore un mouvement de translation dirigé parallèlement 
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il cvt axe, ces deux mouToments virtuels fourniraient les équations (19) et ( 3 i) qui suf- 
firnient^pour assurer l’équilibre. 

EnGn , si les points renfermés dans Icjilan des ai, y sont assujettis h n’en jamais 
sortir, le mouvement do rotation autour de l’axe des z , et les mouvements de trans- 
lation dirigés parallèlement aux axes des m et fourniroQt pour lo système invariable 
trois équations d’équilibre , savoir, les formules (17), (s8) et (01). Comme, dans la 
même bypotliiso, le nombre des variables indépendantes sera égal à trois, les équations 
dont il s’agit sullîront pour exprimer les conditions d’équilibre. 

Les conséquences que nous venons de dédujro du principe des vitesses virtuelles s'ac- 
cordent évidemment avec les résultats auxquels nous étions parvenus , dans lè premier 
volume, par la. considération directe des projections algébriques des forces et de leurs 
moments linéaires. * * 

Concevons maintenant que, les pointât A, A', A’,,., étant assujettis ft des liaisons 
quelconques , les forces P , P' , P*,... qoi 80llicitent_^ccs mêmes points , se réduisent 
h des poids. Admettons en outre que l’axe des * soit vertical, et que les x positives 
se comptent daits le sens de la pesanteur, on aura, dans ce cas. 


( 3 î) 


À=p; A"=p', 
r=o. r'=o. 
Z = 0 , Z' = O , 


A'=P', ' etc., 
Z' = o, /te.. 

Z' = o , etc. . 


et la formule (7^ donnera 


( 33 ) 


P^^+P'^+P‘~ + ^^c....z=o.. 


D’ailleurs , si l’on nomme î l’abscisse du centre des forces parallèles P, P', P",... 

respectivement appliquées aux points A, A', A’ c’est-à-dire, eu d’autres 

termes , l’abscisse du centre de gravité du s^'stëmo , on aura , 


(S/,) Pj> -f P'»' 4- P'*' 4- ... = (/>4- P' + P' + ...)« s 

et par suite 


rfx dx' 


ds" 


di 


• ■* ’. * 
Donc la formule ( 33 ) pourra être réduite à 
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(56) 



Ur, il résulle de coUa derniirc équation que, dans tout mourcmeut compatible arec les 
liaisons du sjrstèmc, la vitesse virtuelle du contre de gravité, étant projetée suf l’axe 
des X, donnera une projection nulle. Donc, -pour qu’il y oit équilibre entre dilTérents 
poids , il est nécessaire et il sulBt que , dans chaque mouvement virtuel , la direction 
primitive do In vitesse du centre de gravité soit horizontale. 

t 

Dans ce qui précède, nous avons adnill que les résistaifcea opposées aux mouvements 
de diflérents points par des liaisons établies entre eux ponvaient croître indéfiniment et 
au-delè de toute limite. Concevons oMintenaot que ces résistances ne puissent dépasser 
certaines limites sans que les liaisons se trouvent rompues, alors il ne snflira plus pour 
l'équilibre que l'un paisse déterminer les coefllcients t, fi, d.e manière à vérifier 

las équations (4), (5), etc.... du § 3.' 11 faudra encore que les valeurs de y,... 

tirées de CCS équations, et substituées dans les produits 




fournissent des nombres dont les racines carrées ne dépassent pas les limites dos résis- 
tances que la première, la seconde, là troisième .... liaison peuvent opposer, sans se 
rompre , au mouvement du premier point. Il sera de mémo nécessaire que les racines 
carrées des produits 





ne dépassent les limites des résistances qne les diverses liaisons peuvent opposer au 
mouvement du second point; et ainsi de suite. 
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DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES- 


l 

Dan:» Ica irailé» de mécaoijuc oü les ^qi^Aiojns d'équilibre do» Ouidos ne sont pos iin- 
nédiatemcnl déduftes do J# foemtde j,çs Tilossea viNuellus , on a rucou^8 , pour déoionlrcr 
ee» équations, an principe fld de pression en tout sert». Or, co principe lui- 

mémo petit être facilement élallt 6 1 aidot' des considérations suivantes* 

- ^ * y • oooedonnée» raelangidaircs d'un point pris au hasard dans une 

' -^***^*^ équilibre, dont ^chaque niolécule u»i aolliciléo par une cerlatuo force 

accq^éralricff, et X , Y, Z les prpjrcliqns algébriques de coltc fiirce sur les aies coor- 
, donnés' pour le point (ap,_y, r). Si l’on fait p.vsscr paA;o même point une surface a 
pidlie, rtgiilc cl fnnniment petite , cette surfaco devra rester on éqilitibro-, et par con- 
* sé<{ticnt les pressions^ exercées contre elle» par les couche» do iluido qui l’avoisinent do 
part et d autre , devront sc réduire b des forces égales cl 'Ut^cctcincnl opposées. De plus , 
chacune do ces pression» deyra élco purpcndiculairo au plan du lu surfuco ». Gar , si 
cotte condition a'étail pas remplie , les moléarulos fluides qui louchent lu surface ne’ 
pourraient demeurer en repos. CeW posé, si l’on désigne par ps chacune de» deux 

pression» dont il s agit, le rapport ^ on la quantité p sera co qu'on nomme la 

preuipnliydrostatique , cxercùa ait point -{x,jr,z) contre le plan do la surfaco a. 

Considérons nnintenant dan» la masse fluide un second point qui ait ponr coordon- 
née» a), , jr et ». Faisons passer par co point un poiivenu plan , et traçons dans CP 
^uyeau plan unp surface ilfflninienl petite »,, dont la projection sur le plan doa • r, i 
se confonde oTcc celle de In inrfccc ». Eolin,soit <i cette projection, et p, U 
pn^ion hydrostatique exercée au point (<e.,j, r) contre In pion de la surflico ».. 
L’équilibro qui o lieu dan» la masse fluide no^scra pas troublé, si l’on vicnl k snlrdilie 
une portion de celle masse. Or, adranllons que la partie solidiflée soit comprise dons I 
oyliuilrc qui niir.-iil pour génératrice une droHc parallèle b l’nxo de» x. et pour hé» 
lo» surface» inlinimenl petite» »., », .Soit d’ailleurs f la densité du liquide ou poii 
et supposons x:>x.,. Si l'on projette sur l'axe do as le» force» motrice» 
qui sollicilcnt les divorce» niolécule» du cylindre,- et le» pression» supportée» par lo» 

deut bases , on Ironvera <i f* fXdx pour la sonnho des projections .vIgéhriijUoi dits 
force» motrices appliquée» aux divorso» molécules , p,t, X , ou Ji.a pour la pro- 

9 * i* * 



» 


* • ‘ 

jeclion algébrique de la préssiou 1“ sulTaec cBfui. p« X ~ ^ 

ou —pu pour* la projVcl ion algébrique dô la pressicm pt su^'Ortée par ta saS 

face a Quant aux pressions supportées par la surface latérale . elles seront, en chaque' 
point de celte surface .'perpendiculaires'^ Inyiénératrice du cylindre, et par conséquent 
à l’axe des a:; d’uù il résulte que leur» projections alg^nquc» sur cet axe »é»a- 
nouiront. D’ailleurs le cylind.-c, devenu solide'. JdÎLrcsler encore en^uillbre au mUieu 
de la masse fluide. Donc la somme dos projsiîfibni algébriques des fo#dfe*_ appliquées b 
ses molécules et aux surlbct| qui Je, icrmlnonl doit .c^réjjqirc b zéro. On aura Jonc nj_- 
cessoircraenl \ / x * »' • V ^ ^ ' ,^ai ' Ÿ ' , 

s • ■ rt r"'^Xdx4-p,«— pu==o . - V. .. ^ . 

V. ■« . • * , 


et par suite 


#p=p, + pA'dx. 


Or si l’on vient h faire tourner le plan de la surface s autour du pomt (x.^. c) ., 

sans cbangor la position du plan qui renferme la surface s,, la pressioD p, exercée 

contro lo première surface, et déterminée par réquation (i), ne variera pas. Donc 
• cctle pression conserve la même valeur, quel <|ue soit le plan contre lequel elle s exerce, 
ou , c» d’autres terme» , il y a , au point (x. y, z) choisi arbitrairement dans la masse 
fluide . égalité de pression on tout sens. Ajoutons que de l’équation (i) diHtrcnciée par 
’ rapport b x. on lire immédiatement > . 


(2) 


dp y 

— - =-p r-, 

,ly 


On trouvera de même ’ 


dp 


=zpZ-, 


et par suite 
é 


(S)-., : :• ■ 

(>,-diyni^^OTmulcalM connues, b l’aid'o^i^^^su^ 1^^ 

J *“ valeur de la piessitoW^tjlriOslalique en chaque 
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SUR LA DÉTERMINATION 




DES CONSTANTES ARUITRAIBES 


RENFERMÉES DANS LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFIJVENTIELIES LINÉAIRF,S. 


J'ai l'ail voir, dans le premier volume des Exercices de mathématiques, avec quelle 
facilité l’on déduit du calcul des résidus les intégrales générales des équations dilTércn- 
ticHes Iméaires à coelhcients constants, et même,. dans plusieurs casVé coëtlicients va- 
riables. Mais les intégrales dont il s'agit renfbrmeiit des fonctions arbitraires ; eUde ces 
fonctions dérivent, après l'extraction des résidus, des constantes arbitraires, qui, dans 
chaque problème, doivent' être déterminées de manière K vérifier des conditions pnrticu 
Hères. Or, dans la plupart des questions qui conduisent i des équations dilTérenticlles' de 

l'ordre entre deux variables on coqnalt a /iriori les valeurs des fonctions 

■ Wv 


X = 


iL 

dx 


‘ 

y = dir 


L 

^ dÆ"~‘ 


correspondantes è une valeur donnée x, ' de la variable x . Alors on peut fixer com- 
plètement la forme de U fonction arbitraire comprise tous le signe et l'on Tf>ar 

vient en eflet, quand l'équation est linéaire, en suivant les méthodes que nous allons 
indiquer. , • - 


Considérons on premier lieu l'équation düTérentielle linéaire 




dans laquelle a, , a, , ... cTm-i , «.• .désignent des coi^flîcIcAls constants; et faisons, 
pour abréger, 

(s) P(r) = r"+a,r--'+«.r"-*-4-.., +a„_,r + a.. 


L’intégrale générale de' i’é(|uation (i) sera (v«7e< la page xoa''di| premier vptunfe]'* 

' 
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( 3 ) 


( »6 ) 

le ii);ne £ éUint relatif à la Icllrc r, et ? (r) représenloot une fonction de r 
aasujettio à coneerrer une valeur finie pour todtea le» faleut» de r propres k vérifier 
la formule 

(4) F(r)=o. 

Cela posé , concevons d'abord que les valeurs des fonctions 

(5) y. /. y',... J''"-’ ^ 

. t 

correspondantes k x — x,,, doivent se réduire aux différents termes de la pro(:rc>8ion 
géométrique ,• 

(0) a. v"=:i, »’.••• s*"’» 

* • * * 

n désignant une quantité constante. Comme, en nommant m un nombre entier 
quelconque, on tirera de la formule (3) 


(7) 




il suffira évidemment d'assigner k la fonction ?(r) une valeur telle que la condition 

m rr* 

(8) i-- '^TT^Trrrr^ — * — 


(( »•('•) )) 




SC trouve remplie pour toutes les valeurs de m inférieures k n. En d autres termes, 
il sullira que l’on ait, pour m < n , * 


r f ‘ fi'-) r 

^ (( )) ((-■-«)) 


0^, 


ou , ce qui revient au même , 
(9) 


1' r" — n 

(((r-a)F(r))) 


Or, le produit (r — étant , par rapport k r, du degré n — i, on aura 

généralement, en vertu do la formule (G4) de la page s3 du premier volume , 


Digitized by Google 


( a? ) 


(lo) 


• O ; 


et par cooMÎTienl la condition (9) sera vériOtic, si l’on prend 
(il) (r — — F(r)x=C. 

011 , ce qui rcfient au même , 

{>») 


F(r) + C -• -X. 


C désignant une quantité constante, c’eat-k-dire indépendanto de r, De plus , 
si l’on veut que, dans l’équation ( 1 ), la fonction ï(i") eflnsorve une valeur finie 
pour toutes les valeurs finies do r , et en particulier pour r = a , il est clair que le 
numérateur do la fraelion r 

F(r) + C a 

” r-ii ‘ 

devra s’évanouir avec son dénominateur. Il faudra donc que l’on ait 

F(i) + C = o, ou C = — F(«) : 

et par suite la formule (is) donnera 

, , F(r)-F(v) -rx. 

(.3) fir)= ^ - e 

. •» • ” ■■ --’s-* ■ ' 

En substituant cette dernière valeur de » (r) dans l’équation (5) , on trouvera 


(i4) 


r F(r)-F(s) "7 .i 

r-, ■ ((F(r))) - - 




On peut donc énonoer'la |»opaaiüon snivanie. ; a *^ 

i." Tnào»Ê*K._. 5 i Cm intigre Ci^^^atim (1) de manière fie la fonelim y et set 
dérivées d’un ordre inférieur à n , f e'eet^dire , tes qiwitfiMa , ' 

(5) /. r'. 

se réduisent, en vertu.de la supposition x~x, , aux différents termes de la pro- 
"retsim géométritjue ‘ . 
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a8 ) 


(G) 


n», n', >1*, 


la valeur générale de y $era celle que ditermine la formule ('4)- 
Si, dans le second membre de l'équation (i4)« on développe la fonction 
eu un polj'nome ordonné suivant les puissances ascendantes de n , on en conclura 


F(r)-F(,) 


é'. R, — V, y, fV désignant des quantités indépendantes de », et qui renfer- 
meront la seule variable x. Or , la valeur précédente de y devant satisfaire aux 
conditions énoncées dans le i." tfaéorémc, quelle que soit la valeur attribuée à la cons- 
tante arbitraire v, il en résulte évidemment, i.* que chacune des fonctions 


P. Q. R....V. y, fy. 

substituée & la place de y dans l'équation (i), vérifiera cette mémo équation; x.'que 
l'on aura , pour la valeur particulière de la variable x , 


iî 

Cl. 

<2 = 0 . 

ia 

II 

O 

O 

II 

P' = o, 

il 

Jl' = 0 , ... 

O 

II 

P'=o. 

<2“ = o. 

R’= 1 , ... 

0 

II 

* 


( etc 


Concevons maintenant que les valeurs des fonctions (5) , correspondantes à x = x,, 
doivent se réduire , non plus aux dilTércnts termes de la progression (G) , mais i des 
quantités quelconques désignées par 


Va* V, , Va, ••■Va — 3» Va — a. Va — a* 

Pour obtenir la valeur générale de / , il suffira évidemment de recourir k l'équation 
(tS) présentée sous la fomtc 

(,8) 7 = Pv-> + Qv',+ fl»’+- + + 

*et do remplacer dans cetlo équation les exposants placés k la droite de la lettre v par 
des indices. En d'autres termes, on aura 
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(' 9 ) 


( »9 ) 

^=P«« + Q>i, + ••• + + ^ 


Il est clair en effet que cette dernière valeur de y vérifiera l’équation (i) avec les 
conditioDs prescrites. Or, le second membre do la formule (19) est préciséqient ce que 
devient le second membre de l'équation (i4) développé suivonl les puissances entièn's 
de s, quand on substitue des indices anx eeeposauts de ces puissances. On peut donc 
énoncer encore le théorème suivant. 

a.* TltÊOBÊMB. Si l’on intègre Cèquation ( 1 ) de manière que la fonction y et ses 
(Uriviet d’un ordre inférieur à n , se réduisent, en vertu de la supposition x — x., 
à des quantités dontiées >i„, »»_. . la valeur générale de y sera celle que 

fournit Céquation (i4) , lorsque , dans la fonction entière de « équivalente au rapport 

l'W-fW ^ remplace les exposants des puissances de s par des indices. 


Exemple. Proposons-nous d’intégrer l'équation différentielle 
(ao) 




de manière que l’on ait, pour x = o, y=i et y' — o. On trouvera, dans ce 
cas particulier, 

FW-F(»y r>-«» . , 

PfrI = r’-l- a*. — =rs” + n', s, = I , s, = 0 , = o ; 

et l’on tirera de la formule (i4) , en remplaçant les exposants de « par des indices , 
(si) 

ou , ce qui revient au mémo , 


y=l (ra. + a. ) = S • 


- y 


(sa) I y=s.^(e*‘'l=^+e~‘'^—) = co»ax. 

r 

Considérons è présent l’équation diâtironti^lka 
L’intégrale générale de cette équation sera [voyei la page ap' ’o premier volume] 
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y(r) désigfuni toujom une fonction de r, Meujoitie i coneerver une râleur finie 
pour toute* les râleurs de r qui rérifient U formule ( 4 )> En d’autres terme* , on aura 


(»ô) .j—u + v. 

U , V étant deux fonctions de x déterminées par les formules * 


(.0) 


u — ^ 


(( FM )) ■ 


(» 7 ) 


Ajniilons que la fonction y, réduite i 




’ (( FM )) 


y=u. 

vérifiera l’équation (i), si l’on suppose f[x)=o, tandis que la niénis fonction, 
réduite à 




continuera de vérifier l’équation (8) , si l’on prend 7 (r) =r o . 

Concerons maintenant que le* râleurs des fondions 

y. y. y, — 

correspondantes é x = x, , doiront coïncider avec les düTérents termes de la suite 


•î© » *5» » * ••• — i • 


Comme , en désignant par m on nombre entier inférieur à n , et ayant égard é la 

formule (10) de la page (*o 3 ) du premier volume , on tirera des équations (s 5 ) et (ay) 

© 

(a8) = + 


(«9) 




(Tf^FT)) 
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( s. ) 

el que la yaleur de 'donnée par la formule (sj) , s’éranouira toujours puer 

a; = lE, ; il suffira éTidemuieol d’iuujolUr les fonctions 

» 

U. u', u', ... 

» !.. 

dont la première vérilie l’équatinn (i) . è prendre, pour x = ar„ , des valeurs respec- 
tivement égales aux quantité» 

» *^1 » * 5 * # ••• l ) • 


On aura donc, en vertu du 2 .* théorème, 
(3o) 


r-, ((F(r))) 


pourvu que , dans la fonction entière de a équivalente au rapport , on 

remplace les exposants de la lettre a par des indices; et l'on tirera de l'équation ( 20 ) , 
mais sous la même condition, 

r F(r).F(a) > P 

r-a ((F(r))) + 


(( F(--) )) 


(3i) 

ou , ce qui revient au même. 


Si b l'équation (aS) on substituait celle-ci 


(35) 


dx" 


1 1 


j^TTr + '-’ + o- 


^ = /(a:) . 


la valeur de y conserverait la forme que lui assigne l'équation (Sa). Seulement la 
fonction F(r) deviendrait 

(54) F(r) = a.r"-f-a,r*-*-4- a,r*-’-(-,.. -|- <J,_, r 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

3.* TuèoBKiiE. Si Con intègre Ccqaatton (53) de manière que ta fonction y, et 
let dérivée* d'un ordre inférieur à n , le réduitent , en vertu de Ut suppoeition 
x-x=x,, à de* quantité* donnée* a,, a,, a,,... a„_, ; la valeur générale de y 


r 
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{ 3 » ) 

celle <fue fournit Céquatlon (5a) jointe à la formule (54) $ toreque , dans le déve- 

Inpprmrnt du rapport suivant te$ puissaneet tntiire* de n, on trans- 

forme en indicée les exposants de ces puissances. 

Exempte. Proposoni- nous d’intégrer l’équation 


(53) 


0 +/ = /(»). 


de manière que l’on ait, pour une valeur nulle de x, et 7 ' — On 

trouvera, dan» ce ca» particulier. 


F(r) = r* + 


F(r)-F(a) 


— fl,» -).«• , X, = O : 


et l’on tirera de la formule ( 3 *) , ou remplaçant les exposants de r, par de» indices. 


(56) 


y = *~' 


(ra. + n. ) e” 4- /%' C'->/(0 j 7(7^ 

= ^ j î 

(,. _ e.i/ïï) a-*''-’ + r àz j 


ou , ce qui revient au même , 

( 5 j) y = i:,cosx + >iiSinx+ ^ »in(x — *)-/(î)di 

a.’ Exempte. Proposons-nous encore d’intégrer l'équatiou 
(38) 




On 


de manière que l’on ait , pour une valeur nulle de x , y — n. et y — 1 
trouvera, dans ce cas particulier. 


Digitized by Google 


{ 51 ) \ 

cl l’un tirera de la foraïuta (3i) 

(S») r = tCjU" — »)«. + «.]«'■' + y] 

ou, ce qui rerient au mime, 

(4o) 7 = 1», + (l'i — (x — i)t‘-‘f{z)dz. 

€oa$iddrooa tncore l'équation dilTércntiellc 

I rf"~'y .• I «" — ' ‘‘y _L_ 


))’ 


{4x+Dy dx" 


dx {Ax+B)‘ 


;y^o, 


dans laquello A, B, a,, a,, a„_,, a, désignent dea quaaliléi conatontca. Si 

l’on fait; ponr abréger, 

{4») F(r)=y<"r(r— , 1 ).. (r— »n+ i) + a./f"“'r(r— i) .. (r— n + i) + .. +a„_,/fr+«. , 

» 

l’intégrale générale de l’équation (4>) -*cr» [voyea la page a6i du premier Tolume] 

(43) 


r r('-)-(dx+By 


? (r) déo^ant une onction arbitraire de r , qui ne derienne pas infinie pour des 
TalCura de r propres b vérifier la formula 


(44) 


F(r) = o. 


CelapnaéiOaKevoMd’aborirfpiolea vareura des fencüOM (5), correspondantes I à;=a;, , 
doivenX sa réduire aux düTéreq^ termes de la tuitc 


(43) 


. d” * ^ '«(il; i).y (n-n + a) 

“ * ' (Ax.lBy ”*■ CériéV— ‘ ’ 


r* 


Comme , en représentant par m un nsmbro eMier inférienr h n , on tirera de I 
formule (4 $7 

11.' AiinÉB. 5 


ê 
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( 54 ) 

il iullira ëritlemraeiit d'assignar à la foncliou v(r) une ralovr Ullc que l'on ad, pour 
m < n , 


(( FM )) 

ou , ce qui revient au mâmi- 


m 


f r(r-i)...(r-m+i)i(r-r,)(,/a;.+B)r^(r)^F.Mî _ 

(( {'•-a)t(r) ]) ■ 


Or, en vertu do la formule (64) de la page »3 du premier ^volumt , la condition (48) 
sera vérifiée , si l’on prend 

(4o) . . (r — n)(^ *. + />)>(»•) —F(r) =C .. ,■ 

011 ^ • 


(5o) 




C déaignant une quantité constante que l’on devra réduire à — .F(’0 > " sil’oaveuiqu» 
v(r) conserve une valeuc finie pour r = » . On pourra donc supposer 


(5i) 


y(r)=I(±llR(^a:, + a)’ 

r-ïF * 


En iubstitiianl celle dernière valeur de v(»') dons la formule (4^)# l*oa (rouvcivi 


(5s) 


c y(r)-F(g) l Ax^o y I • 
r-, Ua’. + flj ((F(v))) 


-V* 


Par conséquent on peut énoncer la propoaitian suivante. 

4-* TnéoaêaB. Si Con inligre l'Çqâation (4l) dejnaniire que ta fonction y et ses 
tUrivées d'un ordre infirteur'à n se réduisent, pour x~x,, ‘aur différents 

termes de la suite (43) , la valeur de y sera celle que iUtermine ht formàtiTlâ^). 

• 

ConcevonsvnaintpnanX que la fonction y,~ et ses dérivées 4’un ordre inferieur é n, 
'doivent se réduire, poUc.’x = f,, non plus aux diiTé«Ats termes de la suite (45), 
mais il des quantités -quelconques désignées par 


(•7) 


*•0 » >Î1 » * ••• i 


Alors, par des raisonBcrtonts samUàblM k,ccux dont nom ateuftfoit usage pour éi.ablir 
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(•35 ) 

le Ihéorênie * , on prouvera sans peine que la valeur de _j''''coÎDClde encore arec celle 
que fournit l■’dquation^(2ï) , quand, après avoir développé la fraçlioa 


f • - 

• \ 


(55) 


F(r)-r(.) 


en une série de termes proportionnels aux différents produits 

(54) .«« = 1 , a, «(« — i) , n(n — l) ... (a — + a) , 

» 

on remplace rcspectivcmeiîl ces mOmes produits par les quantiti^ . 

(65) a., '«(*• + •§•] >— • ■ 

Ajoutons qno , ponr effeetner U développement en question , il suffira d’avoir égard aux 
observations suTvantes. *' " 

Si l'on désigne par f(a;) une fonction entière de le variable x, du degré m , 
et par n un nombre entier quelconque, oD aura généralement, en supposant ax=i, 

(.aO) f(i + n) =if{a;) + — af(i) + -i^a’f(x) 4-— + , ^ 3; 

• • • ’ . 

puis OD en conclura, en réduisant æ & zéro, 

« • * 

( 57 ) ; • ■- .*f(n) = 

ri \ 1 f(')'f(®)^ * f(»)-*f(')+f(o) , f(iîi)-»if(n»-l)+..±f(o) , , , , 

f(o) + -i-^i — — — ^n(n- 1) + .. +-i— ^ i-èn(n-i)..(u-m+i). 

1 i.a \ ^ i.a.5...»i \ I y I 

ür, les deux metnbres de la formule (5;), étant des fonctions entières du n, qui de- 
mcuj-ent égolte to'utcs les fois q'u’oft prend pow ,n lOn nombre entier', ne' cesseront 
pas d'être^ égaux, si ITon v reipplace n par x [voyez le chap. IV de l’Aualysu algé- 
brique]. On’âuft donc, qûèl que soit x", ' ' ' ' 


(5S) 


' '((xlt = 


f(p)-» --7 - »+ ' x(a-.i)-s...+ > ^ ï^a!(a:-i)..(x.ms-i). 


KW-F(a) 


Si, dans la formule (58J , on substitue la lettre* >1 6 la IcUrç x, le. rapport 
. - * ■ . ' • r- • ^ > y; 

5 la fonstidb f (i) , *el 1è nombre « —*r*' au ndnibre m ^ (Hriicndla imiltédia- 
temont le développement demandé. 


O 
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(30.) 

Contidéron; enfin l’i^atiion dîAirenli^ 

« d'y «, ' d’—'y ' Hn-Jt <^T fd„ , 

dx’ * jTÔTB dx"—' * (irftttfi)’ dt’T'^"'^ da* {Ax+B)"^ ~ 

L’intégrale générale de celte équation sera [Toyez la page aG3 du preouer volume] 

='=^- «fri» (TîMir- 


les fonctions <f[r) F(r] ayant les raêmçs valeurs q}ie dans la formuti: (45) r al , si 
l’on a recourt «ux raisonnoinents à l’aide desquels nous avons étabK le théorème 5, yn 
obtiendra immédiatement la proposition suivante. 

5.* TaéoRÊHe. Si Con intègre féqiuirion (5g) de numUre que la fonc{um y et 
ses (Uriviet d’un ordre inférieur à n, sç réduisent , pour a; = > . irdei quantités 

données ' ' ' 


He > $ iCa » •** HiiMBi t 


la valeur générale (U y sera celle que fournit Céquation 

< a « • * O 

quand, après avoir développé la fraction (53^ an une série de termes proportionnels 
aux produits (54) , on remplace ces mêmes produits par^ les quantités (65). 

Si.é l'éqiialion (i) ‘on substitaait cclle<l 

ir \ “> d’—’Y, *0, d"--*y ' o„_, rfr <<■ ,, , 

( As-rü !/»"-■ * (elsc+fl)'’ dm’'-'*"* Tx* {Ax-t-SY^,^ 

la valeur do y conserverait la forme que lui assigne l’^naticm (6i^ SeuleniénI In 
valeur de F(r) deviendrait 

a 

(63) F(r)=ra„/<»r(r-— i)..(r^n+ ^J + n,irf"-'r(r — »)..(r — n'4-a) + .. + «.~,/lr+<i., 
et par conséquent on se trouverait conduit au4.béorémc que flous allons énoncer. 

' ^ a * 

G.* TnioBÊae. Si Con intègre l'-équalion (Ca) de manière que'la fonction y et ses 
deriv^ d'un ordre inférieur à n S6 riduiseut, pour Xxxsr,, à desm quantités 
données 


O 
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.( 37 ) 


*î* » 15i > t fln ■■ t ► 

S • 


4(1 valeur géniratejU y ttra r^ qiie fournil l'vqnàtîo»'^{(it) jefnte h ta formule 
(65) , pourvu qu'a’ftrit ol’oir dévHûppé ta frâtlibn (5*) ïn unejérie de termes propor- 
sionneU mtm produite (54>, on mn)4a«e flM mdwet produiu par tes quanlitis (5ô). 

>.* ExesAplt. PrepiMom nous d’irilégrcr l’équalion 

(6/.) 


. ' ' ■ *'■ * '.JÏIZ. 1 : ‘ ' 2 . Jt'i ■ 

• . X djt , •; ’ 


•»' N •• • . ' 

de que J’.oô ftit. J" ='»i« J'’ — «• pour *^l. On iroatera , qapa cc 

cat ^qrticnléer » • * ■ . 

F(r) = r*— I, ar„=i, ./< = I , B = o, • ' 

• • ^ ♦ • 
cl r«n lircra de Fà ioemulc (6à^ , on rem^açant le» cxpôsanls do » par des indices, 

( 65 ) 

ou , cc qui rcvieqit au muaic $ .* • . . ^ 

(66) J. = -l (x + “) + -J-’». (a: ~ 7) + “ ' 


i." Exempte. Prôposous-noûs dlnldgrer l.’dqualion 

212L2L^A.-1:— f{x\ ' 
ex' \x X' y ( ) • 


de mamère que i*ou ail j^: 3 =ï!, rCl* æ— i. Oïl Iroiivera, dan» cc 

cas , F(r) = î^* i , . • » 

*■ * 

(08) . J a= £, j (r„, ('I') . *-^^*^^!|- {(*•> t ji) ' 

4 .^"' *, 

cl par conséquent 


(69) 


y — ü, C 08 1 (a») 4“ •> *(*• ("î*) ^ 

. ■ ‘ • ' r- - '• r '■• • 


O 
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, - . SL« QUELQUES PWIUÉTÉS DÜ8 PoLÏÈDBES. 


Rapporlom tous les poiat» <lc.lespace & trots oXes rootaugalairoi des x.jr.t; et 
désignons par "s , s', a*^, ... les Gices.d’un poljèdrc ^oelcoaqoe, Spienl d'aiUcurs *,(>, 7 ; 
x', P', y"; y, 7 " ; etc...-, les angles que dos 'perpcndicalairoséteTées sur les plans 
do. ces faces, .et prolongées en'dehors du polyèdre, forment avec les déni - axes des 
coordonnées positives. Le produit s cosV < représentera évidemment iif projection de 
la lace 's- sur le plan des jr, z perpendiculaire è l’axe dos x,' celle projedtioh 
étant prise avec le signe + ou avec le signe — , suivant que la face s schi située 
par rapport au polyèdre, du côté, des x positives , ou du côté'dos x négatives. De 
même le produit rco>?,' ou rcosy fcop'résentera la projection de In face’ s sur le 
plan des z,x ou ; dos x,y., prise avec le signe si Id face' s sc' trouve 

située, par rapport au polyèdre, du côt.é' des y ou des : 'positives, et avec le 
signe — dans |e Cas contraire. Cela posé , si l’on nommé projtetiom algébriques de 
la face s sur les plans coordonnés les trois produits ‘ scosa, scos?, acosy, on 
établira sans peine les propositions suivantes. 

. I.” TiièoBÊas. [m somme des projections fllgtbrtques: <ies_ faces (T un polyédr't quel- 

conque sur chacun des plans coordonnas se ridtüt à'zèro'. , 

' 'Ce théorème, qui était déj&.conqu, sc trouve renforrqé dans les troi; équations 
• SCO$»-+-s'coSa';4'**COS»°.+ *” — O» 

t * ' 

( 1 ) IC0S?4*»^C0S,^' + »''C 0 S!î*'+‘... = 0 . 

• ■ * > - • ■ .. 

, , . \ sc08y + s'cosy.',+ *‘'coSy^-J-... =0.. .. 

Pour démontrer ces équollons , quand le polyèdre est supposé convexe U sullit d'ob- 
server que la projection, de ce polyèdre spr lê plan de^ y,z,. par exemple, est 
tout à la fois équivalente à la so'mme' des termes positifs'du polynorac 

. . ‘ ^ ^ l ■ » m ' _ ^ 

(s) 'scosa-|-'s'co5«-.4:*''cosi'i^... , ♦ • 

et à la somme dpsjtermes négAlCs pris ell signe. cbtitraire. Donc cc polynôme aura tou- 
jours, dans rhypolhèso'dont'il s'agit, nnc. valeur -pull*. On dèit en dire autant des deux 
polynômes ' 
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( 59 ) 


(5) 

(/.) 


' ' > 
i-côf y+ i'cô»'/ + i • •. . *•. ■ ■ 1 - - 9 ' 


L« ibéarûme i." liUnt ahtii <16mnntr<V, d^s- le oas'oâ lo polyîsdrc e*l codtcxc, il p»t 
fiicili' de r«c»nnaltr« ou’it i’dlcnd »u CM même où cette condilton no serait pas remplie. 

■ ’ ^ ■ %“■ f '• Ir» 7*'7.' IV 

J.* TiiéobkKk. Suppo$ans qti’iiprè$ avoir projeté les tli/fcrentes /tires d'un polyètlrr. 
sur Us plans coordonrUs, m ntuU^li'eJla prôjealiotijfjgèbriquc tle ekaipie face, sur l'ifn 
fie ces plans p(tr C.uae des coordonnées du centre de f^ravM'dc la face qïte Con consl~ 
dire, pais,quc^Con ajoute au p'rodait ainsi formé toas,les produits.de tnéme espfre^ 
!di somme qulen^tésùllera sera équivalente au volume du polyirire, si Pph,-a isMffpyé 
dftn^ chaque nfMUipiication la coordonnée perpendiculaire au phm sur lequel Iri'dt^^ 

renies fèces épient preneVUs. Cette tommc.Scrà nàUc dans U ait eonlrairêi^' ■ . ’ ; • 

_ ^ i • . ^ -■ s_.. 

Si l’on noinmu v 'le volume du polytdrc . et Ç.s ,'?; ç'’, '«’'?*{ ’l'i »',*çr5'elc.^... 
les conidonnêcs des centres de j;ravitê des différentes faces , ^c'tfhéorèmf' 's fcra*Tcn- 
fermé dans les neuf éqp^liqoÿ . • ’ ' 


( s'cü5*+s'î'C05»'s- = t, tf l 
JJ , »îC0S|î+s'|/C0S^' + -.=0, SBC 


,.=t, »*co$a+j'n'coSï' + ... ==o, iïcosa-h5'i;'cosvi' + ... — O. 

* ^ . n 0 ^ “ .t 

(5)'.' »îCOS|î+s'|/cos^' + -.=0, s»«os^ + s's'cosp' + ... = 0 , jÇcpS^ + s'C'o«5|5'+,».’=0, 

_ r'’’s;coSy + j'Ç' cosy'+;.. ==o, JBCOS'^+'s'>i'ioi 7 ' + .._.T=o, s;cosy +• s'!;'çrts-/' + i..=:t. 

' •*. t ' • • ' ^ ' ’ . ■ . . . ' 

Pour déinoplrcr4àpretn<ércdçs équations (5),prq}otonsJcS différentes faces du pulyèilro 
sur un plan per^-ndiculairc H’ Taxé i^es' ae, ■ et qui soit situé tout entier, par rapport 
au polyédrCf dii cùté'des te migalÎTes.Surt <c — <t l’équalioii de ce dernier plan. 
Ln ppa)«(lioir.dc hs tprbep s ,s\|r lié fiait • »=:si. sere représcot^ée , au signe Yrés . p.'c 
lo. piodilil'' scoss ,, tandis que le Tolumo cjom|iria cnlcç «elle surface, et sa proiection 
sera éqyi«|ttul.' M pakduib 'y . 


(üV“ 




•-i(Jf-^4)C0SÎt - ' 

, ^ .O * r 


•ir '4 


pris avec lu fii^c +, cr>* afoc sigHfr' suivalit q^icTn nirQct^' » , '%ecû%J,lui;c , 

par rappurk au poly&drâ, d«i côté (Tes 'xl pûtitives, ou du cô|é>doa af négatives. 
Cela fofé, ^Q4ir ^lüiir lovohm « h , vM iu(Bra,éVMenii))«At , aide polyèifre'e^t con- 
texc. de tonner léa>.(ù«dlsill é re.xpress|9Q'(‘4) ^ ptris 4’ajp«lor., pormi-cits 

produits, I." ceux qui scrdnt positîh, ceux qui ii)r«n|i»égpti|s, ét <)^re(râncher du 
üi première sorompla fé'uiir les^lciiv 

so mutes en laissant chaque tfrejBff'afc cl^ lpûUisue'^^ w'tuyn do^c 2 
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( 4 * ) 


(y) ,(ï — a) cosa + «'(?' — a) 0OK>'-f /*(?* — a)«o*»' + ...=r; 

pii> , oa oB conclura , en n~jrant égarjl b la preaaiOrc «lès fommlo (i) . 

(8) »5 4: »'ï' + *'4' + »;•=.»'• .... 

On élablira de la péme aianièfc, ai le pttljÈdro ,eat cooreae, ks de«a éqOaCôns 

(g) ' . *■ aj 4" *'*Î4-.**”* + 

! • •• • • V ' ■ , 

(lo) . • 


• K' 


et l’on fcconnallra onsuhe que les équations (8) , (g) , (lo) peiifcnt él^ focitciûcnt é|«n- 
duea au cas oü il s’agit d’an polyèdre quelconque.* 

Pour démontrer i'^otion • ‘ . . . • 

(il) sïcosP4**'.E**®‘?’ +a‘'^'co8^'4***' — ** * 

• > • * ■ ' '.•Il 

U sujnt d’obsewer que lo polyèdre , s’ü ost conrojee , donnera pow pro)ecjioJr «iç le plan 
des *, î une surface telle qu’en multipliant l’abscisse du cenHic degrarilé de cette 
surface par la somme des termes posiüfs.ou par U somm^5 des t^es d^oly- 

nomc («). ori reproduirk 1^ sbmmo deajer^ cnrrMjwndanl»è.a»s^<msiiw^ ^ 

I * 3 * . y.».. .*A«ihiis nAu^tlfi’ daus^c Dobriitune 

ou la Somme des 


(is) 


i termes correspondanlr’b âcS cosinus oégSùfs.dans^ golyiilune 

'* . *. .*■ ~ ' • ■ 'î^ • ‘ ■ 

. ■ .J. . ^ ■ 

M est ais^ d’où oonpli»re que lei deu» deuTlèrês "sBu'iin^' seront égales , .aû signe près . 
comme les deux' première^. Donc’, 'dh céimUsaBl les .deux' dcisiîèius sosnmes avec les 
signes qui Icilr-conricnnent, on obüendra ïéyopfBir résiiltal.'eûsorte Ijae la formule, (i i) 
se trcmrrra Vérifiée. Le mémo râisonâeménl a’sçplique eng,é#éral 4 «çHbb des fsrmeles 
( 5 ) dont le scéond membre esfaul, et peut êlm taçüemsnt éjeiwfc au cas méiie où le 
polyèdre proposé, èassanî d*élrc convexe, présenterait des angles ferrants en nombre 
quelconque. ' ’ ’ • . . ~ i 



côtés soient désignés par e 


l 
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( <• ) ■ • 

que rorment. avec tes demi-axes des cqerdoDuées'poaitifes , des jierpcpdiculeircs élevées 
sur ces côtés, e( prolnng4es en dehor^dw ÿol^gUte. Soit enlii^ s iii-enrfecc du poljgo ne , 
cl ?*.«'••• les coordonnées des milkux^des cfités r, Ou aura 

(i5) r cos» -|- r'cpe» j-i- Clc.''=* O-,. rcosS + r'en*,'}' -j- atc. — o , 

et do plus ' . ' 

. r 

f rEcos» -f- r'Ç'cc#»' -fî •..=»: s , r«cof » •+• r'n'cés »<-+•... = o , 

- ■’ V • ’ ' * * 

ri A)sf 4* »'*5^cpsP'.-l^ ... == Oi r>;eosS'.^r'>i'coff'-^...-='j.. 

‘ • e-. 

Si^ pj^r plu^dc',co(Tim<ldi^é« oÀ Doronie projections aigcùriquej jics cotés du pory^onc 
suf le(axes'Â^«^.qC ^ ^lc$'^W>duUs *' , * ’ » . 4 * ^ ' "* 


r Ci^S X s 


r COSa , r CO«a , . 


cl 


. '’roûs?, ■ r'eos?', r'cDaf', ...• 

^ •* 

les'équaii^s>^i3^ 'et Xi](^ fo6rrar<>nt les théorèmes suivants dbnl le ptemier éla\ déj!) 

connut ! t - ’ • 

' . — * • • 

J ■ ■ ’ . * . 

^.^Taiotîiig. Sif.l’tn prajeU» tàr'^aitc dcs-„x ou surtaxe des ^jr '^U$ Hivers 
* rôlrs d'un pojpgâne tracé dans ti ptan He$ lasommedéUursprojceltonsalgc- 

hfiqiHS stradqhivdknte àtéfO. ••• , -• 

ti.' JVnkoff^i.^ Supposons qù aptes asiotr frojsti tur l'axe dès ’x ‘owsur Caxe lUs 
J Us dlvi-s eût^'dfutè '^lygop4.renfermé~e^it U j^lati des^'xi j-, On'mnltipfis la 
projeoSdti àlçiiMlfut 'Ho funde 'cif^cdUs'par rèbsnueon l'ordonnée du point qai le 
àtvtfe^'dmst paAiefjigtties , puis ifr^unajoutu au prodmit ainsi formé tou» les produits 
deOvér/Svi^té^^ffta 'hmà/it t^Ui en ’r^stUliri sent ^aivalonU Ù ta sdéfae^dnpotygàhe , 
slVotf a émgfoyiàrUins oà'»jae multipliègtion Itt 'coordonné^ perpsnTU/esslaire'à Vefxe tur 
lequel in.pMetâit tû élÉcrtrUs dfUi. fffe'sera sutltéHans l/Mdèontrâire.'* - ’ • 

V - . X V ,*•' ^ 

. - . .-s V,,.: ■ , ■ - 7 : 

' n.-snntt. • * B ' 
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DË'LA FRÊS$iO]Sf ;ÔÜ TENSION 


IMNS CORPS solide; • 


Les g.éoinèrres qui ont recl^e^hé les équalien* dVquilibrc 6u> de inouvciiienl ile> 
lauics oit (ics'surfacej élestiques ou non élasliquci , ont disrtn'gud jdeux eiqièccs de forces 
produites les. unes |rar.1a «îilalalion ou la «ontmclioit, les outres par la flexion de ces 
iqémcs surfaces, l^e pltis, ils'onl piîm-ralcment supposé; daps leurs cakuils, *J lies fus 
forces d« la prcinitire espèce, iiommécs tensions , restent ■perpcndiSulaires àiA lij;ni'S 
contre lesquelles elles s’exercent. Il m’a semblé que ces deujt espèces de forces pouv.airnl 
être réduites b nne .seule , qui doit constammonl s’appeler tetulon ou prcuion , qui 
agit sur ciiaque éicuient d'une section faite à ralonté, t|on- seulomenl dans une sur- 
face flexible , mais cncofe durta un solide élasliq'ucoii non élastique, et qui tst de la 
même nature que la. jiression. hydrostatique exercée par uu .fluide jin repos coulre la 
surface extérieure d'un corps. Seulement la nouvoHe pression jia deuieurc.|i«t toujours 
perpendiculaire aux faces qui lui sont soumises , ^i la mêihc da^ tous .les sent en’iin 
point donné; Kii développant 'cetîc idée, je siqs jvoi’^e'iiû à redM^re' que pbes,ioii 


OU tcnsio'n exercée contre un jilan qucleouque en uu p<>i^t^4o|^^a pu ^rps.^so'lidc si- 
déduit très - aisément , l.ant en q^randeur qu'en Jirccljùil^ dp^pjbi^slfciit 1i;;,iisiTjns 
exercées conlrp trois pjaos rectangulairpx mepés par le, méint^pom. f.elUx proposition , 
que j’ai déj.’i indiquée dans le Bullc(iii,db plnl^aS^^ d». Jâ|iïior‘i.'iaé , 

péut élr^étoblic û.l'aide des cônaldératibfU suivantesT 

Si, dans nu corps solldd élajliquc^û. yipn élaatK|«e. ’on vienUb rendre. ri^c «l itua- 
riabKt un .P"»** éléttieiil do roliimc têriniilé pas dea faces qùelciPi^ib»roe pôtiséléineiit 
élVouTura.sar ^,4iUcrentes facesî ut en clti|f||ie p(ùnt de chaqui«|, d'clloa uAe pression 
ou tension rréSeotniaée, icelle pi'cssidn ou'tMMÎim oora Ouiiiblable; à, hi prcs.sioti qu'un 
fluide lîXcrCc conlrc.ua cléinenl de lonvcloppe d’iln Corps Solide, ai«cc cette seule dif- 
férénee que la prpssioii exercée |uir un fluide en repos coulre la surface d'iiii corps 
solide,, est dirigée perpendrculeircinenl tr*ctpte Sui'fa<to'‘dc dehors eu dcMiins, et indé- 
pcndaiiic en chaque point de i'intliiAiMÉ||^irbJ|^a'^ fbir'rd]>porl aux pjans coordon- 
nés, taudis que lu pressioù ou nn,p>'mil donné d’im corps solid.- 

conlre un très-pr-tU élément «le surCiee, passant par cr^ point, piuit être diiégée perpen- 
diculairement ou. ol>Jiqut4iiBnt’à,eçUc surCicc,' tnulAl. ilfffleliors'on dedans, s’il y n con- 
densation, tantôt de dedans en dchorih.s'il y * dihilation, et peut dépendre de l'i'ncli- 
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(45-)* 


:^ar r*|)port •« W'Iunv! 

rp» derM^l^igide , * $fi'*$f,....^ iN Hf^ di-^-tnrfuce» pl«ilcs'»ii 


naiïon dt^ là Mr^oe J 

d’tinr poVlirWi di^ncp* deTalfc^igide , * if,.,,,^ m Kfli di')*'(iiriacc!i ploilc 

cotirbp» qui rPcmiTrciit le roli|fae v; x,y,z le» coordonnées reclangulairon d’un 
point pris au hasard dansdn surface j; là pre^ion hu tp^nion excrcéi* en ce point 



les pfessiéna ea.Mti^ns tffiSirsrs piitïjvUlc hrfi^&dc.Vra «oimiisé , lesWnmcs ds'l(><irf 
projecliont algétirlijucq^ur Cf» trois axe» seront représentées par le» intégrale» 


(0 


ff pcosV.coSvrf^rfx, Jfpcof^ .eoty djdx, Ç ^.fcoii.eatydydx, 


tandis que les sonims» des projuptions. algébriques de leurs moment» linéaire» seront res- 
pectivement , si l’oix prend |»nur centre des moments l’origine des coordonnées , 

(a) ÇJ'p{yc«ii-icota)coiydydx, J^jf{îCOil-xto»i)cns-/Jydx,J'J'p{xcofu-ycOi>-]oo>ydydx; 

'as'* b* , • * 

ou , sr l’un IranlpdiTC le qdhlVe jlcs moments au point qui a pour coordonnées ,‘V 

•iv V • ‘ 




'f ‘ . ■ ■* 

0 [fc; (V- ». jrci)'ao 1 ÿo» 7 <rrfj>, _ 

t * J, 


(3) ■ * r 'jLl^p[^'-:'‘t)<»A-{x-x!)cos-/]i:q!ydydxi • ' * 

•* ^ ■ * • ' . **•*..*■ I 

Â " A. ^»*. t ^ ” * 

Da^s W» ^ft|^^*le*.%aiies dés uit^atié^ relalires 'aux vaNaClps pi , y 

dcv^n^é|re')étqrai^)^ d-’aprèa. lq^£^rn|^<^*ÿi9nto|!r de la^iirftce s, de manière 
qu’on ait çofre cq- •»-- tvJs ... . * 


,*V 


“ IL *»“• - ‘ : T " 

Si la suriJcr a 'deélébl plike» et (p rolu«^,,''it ' tr^£-|(»tit , «n so'rU; que cliaçunc de 
ses dimensions s'oil consi{)éréo conUBC une quantité lufiotmept petite dn srrm!re"ordre , 

. I ■• . •• 1 ’ 11 '. J • • ‘ ^ . 

alors les varnlion», que (es trois produits , . ^ 

•' •• * V -’ 

(5) {rcqsi^t . pco»_ut ’.pcoss, ^ • ' 

éprouveront , dans le passage d’un'qtohit à un avllè du la surr»i;b a , seront encore in- 
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( 4A ) 

flninicnt peiilc» du premier ordre» oi, en DdfEiigetal les infiniment pciiis do u>oi»ième ^ 
ordre dans [es valeuM des iutéÿralcs (i), on réduira ces intégrales mu iptaiitités 

(6) • . . psepsX,. . pscosfi, pseosv. ■ 

Si d'ailleurs oÿ fatf cpincid«F-.[e centre des momeota arec un^pAiol du vqlume <• , les 
intégrales ( 3 ) Mrool.dès ejunothés ipfiuûnent ‘petites da (roiaiéuie ordre, etîl suAlra de. 
négHgef, dans c« .intcgralcs ; les mfiniqieat petits du ^àirièuw ordre ^ pyur qu’cHrs 'se 
rédutscnl aux produits ' . 

(7) />r[(>!-J'.)C0Sï-(i:-»«)ti08(»], pi[(!;-i.)cosX-(5-iCb)cosv], ps[(5-®,)coSii -(r»-y„)cosX1, 

$ , a I ï désignant les rapports 


f'J'xcotfdjdx jy'ycotydydx zcotydjfdx 


c'est-à-dire les coordennées du centre de gravité de la surface s . 

Soit maintenant m . la masse infipinipDt petite comprise sons le vernie .v.. Con- 
cevons en outre que la lettre f représente la force accélérfiTice appliquée à cette 
niasse, si le corps solide est en équilibre, «et dansdo^eps coutdÉ||u^xc^ de la furet! 
accélératrice appliquée sur celle qai ’seAit capable de prodiSrqSWfU|skaQnl>'obscrré 
de la masse m. En|in ncmmoiM X , l's ^ • le\|iroieellbnaJ^nui^ues de la l'urce 
T. et î. , üo, C, les Coordonnées du- oentre. do gravité ‘de Indpilfsp ^ m. Si l'on 
suppose que la force accélératrice y* reslq, lié n^p|^^ftWgraBdci^el en direction dans 
tous les points de la niasse m,, il iWHf^S^r^équUibte oiq|j»e»(iarcç mutrice my 
appliquée Su poim fîv .".4 ï»)* '®‘ I** Ç>roes*auxqnelWio;«^en/!.l*i |p-essiÿi^ ou 
tensions 'exerdéos iSr les^furfiSpat •?,* • • " at^^**®* dît pc^é^oha algé- 

briques du toutes ces forces et de lÀirfVkoflenta liMp1resdiar1e<-q|M« Itas *x,'^, : ile- 
vroot se réduire k aéro- Donc, si l’on se conteittp.de placer un ti^pfÇuienrs àdeents à I.1 
suite des lettres p, f», v, Ç, b, eompris'qaf^dpns les oxpppssioas (ü) et {-y. 
pour indiquer les nouvelles valeurs que proonent cêdlxpressions , quand ou passe de la 
surface s à la surface s', qn i'',.oit s'", .eWÇ... , m trouwm, en-né^^cant, dans . 
les sommée dcstftrces prpjclées, lés iâiiniiaeâk^tfts to M j lm éfoWBB; et 4 a As le; tommes 
des moments liàCaÎKS (frojelés » , 

CO»X-t-p'»'cOsT?+'.i.‘.. -fUÛÏ — O, 

• r • . 

a jcosp+p'j'oosfs + » 

■ ‘ 

P Z cosï+p's'cos»'+ + K Z'i= O ; 
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! pj[(r,^/'.)C08ï-CC:î..)C0S)*]+p'l'f(il'-7.)ciJ«''(Ç'-î.)cO5,u]+..+J(l^«.-y.)Z-;;.-:,).V] = 0 , 
pj[(i;-î,)coî)i-fÇ'<r„)cojï]#ftj'[(ï'-'i„)cosy-(5'-x4coS»'3+"+»'{(î--»»0.*-(1.-*-)J5J=o, 
pj[(Ç-JI„)C0SJl-(r,-jr„)ê<>s).ltP'j'[(Ç'-*,)cp5ft'-(i)'-/.)cosVÎ+..+»l[(|„-x.)y-(ti,-j„)A]=o. 

Or, la masse • in vhint eJIfe-thême infiniment prtJle du troisième ordre, les termes i|iu 
la rcnfermtiial scaeirt dti Iroisièiné ordre dans les formule» ,-di qâairitrtn» ordre' Hfiiis 
les formules 0« pourra donc la-gligêr cés termes ot remplacer les fumiules don* 


il s’agit par ks saWaifles ' * ■ 

. * * • ^ . 

« • • 

/ pjCOSA+p' j'cos)i'+p'»''cosi'+p"'j"'cosi"' + = 0 , 

(li) I pSC 05 u+p’l’cOSu'+p's’’cOS(A*’+ p”’s”’cosu”'+ 0 , 

\ picosï + p's'co8ï'+p*<'cos»'+p"'s'"cosv"' + ~o: 


! pi[(a-7.)cos»- (i;-î.)coSf*]+p'i'’[(':'-^'«)coSï'-(; -r.)cosu'] + — o, 

ps[(C-îo)cosl- (5-ir,)cosï] + p's'[(!;'-ï,)cos).'- (?'-r„)cos»'] + = o , 

pi [(5-x„)cosp- (e’-j'o)i!os>]+p's'[(i' -»„)oosu' - (ii'-j'.)cos).'] + *i=o . 


Si l’oD TOirtpil tenir coniplc des variations que peutÿul éprouver la force accélératrice 
J et ses projections algébriques X ,Y,Z, quand on passe d’un point à un autre de 
la masse ns, U faudrait remplacer, dans le» équations (9)’ et (to), les si* qiinnlilés 


• • »U ^ d» F , ■m Z ; _ • . 

• . 'V , • • 

[(î.. -y»)Z • pio - :«) y] >n«;. -.^AX r - X,) )'-(», - v;).î ] 

» q, • *,• * * • ' • ' • 

\ • a a 

par SIX intégrirtc^ de ia lbtme ^ ^ 

ffffYdldïdx. fZrfjrfyrfx ; . 

Jcrtdjrfx, 'ffS 


P désignant la deosttédu corps solide- nu point^. ,y, limjtes 4*> , intégra- 

tions étant relatives au* limites diu voluàç , r/ ’ Jbî», comme ks' trois pi'cmiéccsjnlé 
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grales leraicm de» infiniment petit» du troiu^c ordre, "et le/.troi» demiîre»' de» infini- 
ment petit» du ipidtrièiiM ordre, on »c trouverait ertcioréCnÉaelké 'ans lowlgids (ii) et 
(il]. Il relie A filirc voir comment f A i'aida dé OM^fennNle» , on peut ddcpn^'r les re- 
lations qui existc'nl entre le» pi^sion^ OU tc'nsio'n» esercée» en iw poipt donné d’un corps 
solide contre divers pl.in» mené» aiiQcesiiromenl par Je indme-point^ 

Concevons d’ql)«rll*tine li!'^oInine v..>prenne ù formé d’un prûme’.daoil , dont U-s 
deuï bnscs soient l’oprés^ulées par t e{ par" ,ün. aura „ «'Sasi 'at, n. If» di- 
menaiona do choqno' base, étant considérée» énname infiniment pélilqs du ’pt'mier «rVl(o,. 
In bailleur dn prisme devient une ijiianlilé tnfiniinent potilc d'na ordre *<i|iérieur au 
premier, alors, en hcgiifceaat, dans le» formule» (u), les infiniment petit» '<i'an ordre 
Mipéricur au second ,Ton trouvera ' . 


(pcos) +p'cosi') s =r ô , (pCO»;i p'cosp')» = O , (pco«v p'cos v') » ^ o ; 

ou , ce qui revient au même , ’* • ' 

* • • # 

P COsV — — pcosl , p'cOSa' = — P COS» , ,p'cos**"= — pto»v; 

• * ■ ' ' 

et l’on en conclura . ' ' • . ■ 


cos»' = — cos À, 


P -=:p 

/ • 
= —— cos ; 


COit* .:2Er — 


Cf'i dcroîèrcs étfiiûUouâ onl rigoureusement lieu daus le ca4 oü la hauteur du prisme 
s’évanouit, et comprennent un théorème dont voici l’énoncé. 

t 

I ■*' TniiOBâiiE. Le* pressions ou tensions ejcercùs, en un painf (lotfué efun corps solide 
contre Us deux faces d'un plan quolcdmiuemenè par ce point , sont des forets égales et 
<firectr»?tcntoppO»<!«; ec qu’il était facile de prévoir. ... 

Soient luaintcnaiU 


(| 5 ) 




les pression» on leiisignt exercées au point _ {x,y, »] ft^ c6ti^ dca coordonnées po- 
sitircs contre trois plans menés par ce. point parallèlement aux plans coordonnés des 
y,e, de» î.a: et des ce, y, .Soientde pIq»-/.A*, a", »*; V", ji'", les 

angles furuié» par le» direèUons de» for^|j p', >p*; p“ ’ avec les demi-oxe» des coor- 
dannées positives. Enfin cnncçvens^qiic le joliine v, prenant la forme d’un parallé- 
lipipède rccton^e, soHrCnfergiéentrë^es.trofsptolKillepi’s par lé |><fiiit fx.y.z), et 
trois plans parallèles meftés pâr un [fcillt Irès voi.'fh (a: -f-Aal, r -H ^ A:). Les 
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prosion» ou testions, àiippartctu pa^ le« fapnjUt p^raU^iipipètle (pii iibouUrunl.ii ce <Irr- 
nier poiuV> »Woul > U^»-P«i» P*':» 

*»*•• • •.#* ’•* *«♦. 

(i 4 ) ■ •-- . . 

lundis ^e-le^aéprÿjçcliorn l^éhriijîiç» sjir le* ax*-sdej x.r vl'z se rédiiiroiil 5 cn- 
(ibli’iiieiilJiux ^|ÿuQ(«s , 


•• •■.m ' à,'* 


■J.' 




1 />'cfls»'.A/ir , 

f>'coSw'. iisisT, 


« 

Quant aux presMons ou tensions snpporlécs par les faces qui ahoulissentau point {x,y, 
elles seront , en vertu du i.” ihiiorcme , respeciivcnieiit (igales , mais dirocleliieiit. op- 
posées <1 celles (|iii aj^ent sur .le* faces paraHèles aboulissant an point ' {x \x , 
/ -J- i y, i 4:^. . Donc tel projections algébriques de ces nouvelles Iciisioiii seront 
iiuruéliqupmeiit ^^ales oVs projections algébriq'nes' des trois. autres . mais affectées do 
signes conlrair»:; enscrlc que cbacimc des formules (j i) dbviVndra ideniiquc. Ajoutons 
que les centres "de (yayité des six faces du parallélipipède se confondront avec leurs centres 
de ligure , et se'ront ^ilués sur trois droites menées parallbleiiient aux axes des x ,y , z 
par le centre du parallélipipède , c'est-b-dire, par le point qui a pour Coordonnées 


X -f- i j: , 


r + 7 V* 




Cela posé , il ^st clair que, si l'un prend ce dernier point pour denlrc des moments, la 
pieniière des frrhiules {tïj'donBera 

p'eosv'AjîAx — - p'"rosp'"ixiy (- p'cos»*)irAx + (•p"'cosp'") ixi.r ^ 


.. 


P — P CCJS.a , 


p"'côsà'7= P ' COS » ' 


Ui| trouvera de inéiue 


et par cq/isu<|ti(Mit 

• • ^ ' 1 ' 

(. 6 ) • • • 

s • . - * 

Comme les axes dç» x.,j, z ^son) (^tièrume1it.pi1>itrqtfe^ les éipiations (iG) coiu- 
p.-enoent évidcmmeiU le llniorèfne qud und» airons éijoncer. . , 
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ï.* TuioABHE. Srftar, un jto'nl ifvetôOft^ d'un eorpt tMitU-on ntêm deux axes qui 

te coupent àoTigUa droits, et si Con-projette sur Cipi 'd^m^ axes la jsnestianou.tensien 

t'tpportio par un plan, perpendiculaire à Caùtre au poin^ dbnt.il a' a^it , la projection 

ainsi obtenue ne variera pas quand on échangera entre eux ces mêmes axes. 

% • * • • 

Concevons à présent que le voluoK t> prenne IS _|brmc d' qp tétraèdre ^ont trois 
arêtes coïncident avec troit longueurs inilbimenl^petites portées partir d.11 point 
(a;, y, sur des droites parallèles aux axes 'coordonnés. Céosidérons le point 
{x',y,e) coDiitie étant le soiomeido ce jétraèdre; désignons sa base par' s, et 
soient 7 les onglet que former avec Je^demi-axes dds- coent^nées positives, 

une perpendiculaire élevée par un point de Celte base , mais (sro^ôgéç en dehors du 
tétraèdre. Les trois faces qtsi aboulisseot au sommet du -tétraèdre serent ' mesurées par 
les valeurs numériques des produits 

(17) icos», scosp, scosy. 


Cela posé , si l’on nomme p la pression eu tension supportée par la base du tétraèdre, 
et si l’on continue d’attribuer aux quantités p’,p', p'" les valeurs qu'elles ont reçues 
dans'Ies équations (iG) , la première des forînules (ii)'donnera évidemment 

P « cos t — P ' cos V. s cos V — P c os X*. s cos ^ — p cos X'". s cos ’fc= "et , 

' • ‘ . . 

’ • .'■■■■> 

ut par suite 

. < pcosX = p'cosX'. On trouvera de même 

, (i8) I pcos(* = p'cos;*'.co8a-^^p‘’cos;i*,coa?-|-p",'cos[»"'.cot7, 

I • • w e * 

5 pcos» =p'C0$v'.CO8a + p‘'C0S«'.C0S? + p'"C0S»'".COt7. • 

Donc , si l’on fait , pour abréger, 

■»( A=ap’cosY , jff =rp*COSfi*, ■ 6'=:p"'C0Sv"', 

(19) ■' • ' 

{ =p'cos»* = p"'cosfi"', £== p"'cosX'"=p'cosï', f =p'cos?'=cp'cosX*, 

* * « 

• * 

on aura simplement . • ■ , " ^ , 

(ao) 


' pcosXj3=/4ços(» + i^çosS-i- £éos.7 , 
le ” , ^ ■* 

. pcos« = J^cos* 4'’'flcos^4-2)cnsv , 

• ' •» , ■ . '. * * ■ i 

pcosv = £c«s« + + ^cot-v • 
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Ces demièret d^u»tion> font connatire Ica rclatioas qui subiistent, p6nr le point {x , y, :) , 
entre Ici projectiOna algébriques * • , . 

• ' ''j • , ' V ' ■ • * 

• i . A. F, E; 


(ai). 


F. . B. 
\ E. ■ D. 


Di 

Ci 


dêi prcMieni -p', p' , p"'- oxercéet en ce peint, du cdté des coordonnées positives , 
contre trois'plant 'parellélès anxqilaD» coordonnés , et les projeeiions algébriques 


(5) 


pcosl, pcotu, -pcesy 


de la pression Ou tension p exercée au même point contre un plan quelconque per- 
pendiculaire à une droite, qui, prolongée du côté où la force p se manifeste, forme, 
arec les demi-axes des coordonnas positires, les angles a, p , 7 > 


En partant des équations (ao) , il est facile de reconnaître que, si le volume v , an 
lieu dé présenter la forme d’un tétraèdre , est terminé par un nombre quelconque de 
faces jilancs , les formules (i i) et (i-i) seront toujours vérifiées. En effet, ces différentes 
faces étant représentées par , s, s',... nommons a, ^,7; a, 7', etc. ... lesanglcs 
que des droites* perpendiculaires aux plans de ces mêmes faces , et prolongées en dehors 
du volume V, forment avec les demi-axes des coordonnées positives. Il suffira , pour 
obtenir la première des formules ( 1 1 ), d'ajouter les équations ( 1 ) de la page 38, après 
les avoir.multipliées respectivement par A, F, E , puis d’avoir égard à la première 
des formules (ao) , ainsi qu’aux formules analogues. On établirait de même la seconde 
et la troisième des formules ( 11 ), en ajoutant les équations (i) [page 38], après les 
avoir respectivement multipliées par les coefficients F, B, D, ou par les coefficients 
E, D, C. Enfin, si l’on combine les formules (so) et autres du même genre, 
nen-senlement avec les équations (i) do la page 38, mais encore avec les équations (5) 
de la page 3g, pn parviendra sans difficulté aux formules (ix). 

On déduit aisénient des foimulet (so) , 1 .* l'iBlensité de la force p, a.* fongie 
comprit «ÎMro lu direciien de nette fcsce et la perpendiculaire au plan contre' kaquel elle 
s’exerce.'' En''efret,’si l’on ajoiiie ces formules, après avoir élevé au carré chacun de 
leurs membres , on trouvera 


(a») p' = {Aco$x+Feoip^Eoo»-i)' + {Fcoioi+Booi^+Dcoi-/y + {Eeos^+bcoiP'i’Ccotyy. 
.De plus, si l’on nomme I l’angle dont nous venons de parler, on'aora'évidemment 

> ■ J 

• e • 

(s3) COSd=:COSi>COsX>f-COaPCOafi4^COS7COS«‘, 


il.* ANHia, 


7 
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cl p»r suite ' ■ ... 

^ 4 . >^cû»*«-ffl.coV5-»Ccoi»7-» aDco$pcft<7 -f agco»7cosg,4^af coa« «0|y 

*'■ •• • P * . , ••• 

.Ajoutons que, si l’on Km|ilaca la Airce p par deux composantes, dont Tuim soit 
comprise' dans le plan que l’on considère , et l’autre perpendiculaire^ ce plan ; la seconde 
composante sera représentée , au signe prés , par le produit 

(a 5 ) />cos 4 = .dcos’«+JJcos*^+ Cco‘s*y + a/)oospcos7 + a jEcosyoosa + s^fcosaoosp . ' 
Observons enfin que cette seconde composante sort une tension eu nne pression smvant 
que la formule (sS) aura pour second membre une quantité positiw ou, négative. 

Supposons maintenant qu’è partir du point (fiB,jr,z) on porte, sur la perpendicu- 
laire au plan contre lequel agit la force p, une longueur r dont le narré représente 
la valeur numérique du- rapport - 

7 ^*' ' ■ 

O • 0 * 

cl désignons par + + * !«• coordonnées dé l'extrémité de celle m£o>e 

longueur. On aura * . 


(»") 


y _ 


cosp 


COS7 


: ± i/(x* -f y + I* ) =-± r„ 


(18) 


= ±r* ; 


• pcott 

9 I 

cl par conséquent la formule (aS) donnera • ■ ■ ' 

(29) y<x’ 4-fly’ 4-C’ï’ + a/)yï + sFay = ± I . • 

Les variables x , y , x , comprises dans l'équation (29) , sont les poordwtndes de l’ex- 
trémité de la longueur r , comptées à partir du posnt (x,y, s) sur trois axes rec- 
laûguiaires; et cette équation etla-méme appartient b une surface du second slègré qni 
a pour centre la point (w , j-, t). Lorsque le polynôme ’ , 


( 3 o)- 


.,4 cos ’ a r il co s ' ^ r C COS * 7 + a J} c os ^ cos 7 t-a £ cos 7C0S ■ r a CO t a co I ^ 


conserve le même signe, quelles que soient les valeurs sUribiiées aux ppgles. a, p, 7: 
alors l’équation (29) , rédoâte à l’une des suivantes - • ^ . 


( 5 .) 


Ax' + By' + + *Dyz + tEjx-^ iFt'y =. 1 , 
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(5ï) 


ylx’ B y' + Cz‘-4- a£>yt4-aÇ**4-s^*y = — > .• 


repcétetUa un ellip<a!d«. Mai»> si to polynôme (5o) change de signe, tandis que. les 
anglas 7 varient, rellipsoïdo dont il s’agit fera place an système do deux hyper- 

boluTdes, dent i*un sera repréSoiXk par l’équation (3i) , Taulre par l’équatioa (.^a) ; et 
ces deux bypcrboloides , dont l'un offrira une seule nappe, l’autre deux nappes dis- 
tinctes, seront coiijugués* entre eux, de sorte qu’ils auront le même centre uvec les 
mêmes axes, et seront. touchés il l’infini par une mCme surface conique du second de- 
gré.* Ajoutons que, dons le premier cas, la force' 


(5ô) 


•± P co s J = — 


sera toujours une tension, si le polynôme (3o) est positif, une .pression , s’il est uégalif. 
Dans le second cas , au contraire , la force dont il s’agit sera tantôt une pression , tantôt 
une .tension, selon que l’extrémité du raytta vecteur r se trouvera située sur la sur- 
face de l’un ou de l’autre hypesboloide; et la même force s’évanouira tontes les fois 
que ce rayon vecteur sera dirigé suivant une génératrice de la surface conique ci-dessus 
mentionnée. 

On démontre aisément que la normale, menée par Textcéuiité do rayon vecteur r ti 
la surface (3i) ou (3i), forme , avec les demi-axes des coordonnées positiv,rs , des angli-s 
■dont les cosinus sont proportionnels aux trois polynômes 

--/cosa + Fcos^-f £cosy , fcoit + Bcoip + Dcoiy, JEcosa-t-ücos^.fCcos-/. 

Donc cette pormale sera dirigé^|||uivant la même droite que le rayon vecteur, si l’un a 


W) 


.dcosa.f Fcos^.r£eos7 Fco8»+£coip+Dcos7 Ecosa+Dcosp+Ccosy^ 


cos P 


cos 7 


La' formule J|^34) se vérifie en effet , lorsque le rayon vecteur coïncide avec l'un des axes 
de la sui^oe (3|X‘ou (3i). Alors aussi on tire des ^nations (ao), combinées avec la 
formule .(04) * . . 


( 55 ) 


CosX > cosu 


i/(cos*X+cos*n + '®*'*) a 


cosa C09p COS 7 ^/'(cos’a + cos’P + cos’7) ’ 

* « ■ 

et il on4^ulle qu«.lo fbroe ,/> éïi elle-même dirigée «aivanl le rayon v< 

* O. ♦ • 


A 

vecieur r, 


* Vojiet , rrUtiveaienl tui propr.ictFf de« bfperVotoId^i conjufùéi , let teron» fur lei appUctliooi da calcul 
iQlettéaiaral à la g^éoméirie { p*gt 9751a. * * 
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suivant son prolongement. Par conséquent aux trois axes de la suriace (3i) ou (3s) cor- 
respondent trois pressions ou tensions’, dont chacune est perpendiculairo au plan contre 
lequel elle,. s'exerce. Nous les nommerons pressions ou tentions principalet. Il est d’ail- 
leurs facile de s’assurer qu’on trouve parmi ellos la pression ou tension maximum cf la 
pression ou tension minimum. Car, si l’on égale à zd|b la valeur de, dp tirée, de da 
formule (as), et si l'on a égard 5 l’équation ' i . " ' * 


(56) 


cos’ a 4-COS’P + «>•’■/=• . 


en vertu de laquelle une des trois variables a,p, ■/ devient fonction des deux autres 
considérées comme indépendantes, on sera iounédût^cment ramené It la' formule (34). 

Si, 6 partir du point on portait, sur la perpendiculaire au plan contre le- 

quel agit la force p , une longueur équivalente non plkis 3 la racine carrée du rapport 

± — T- , mais i la fraction — j. en désignant par a: • .X "f" )' • * *1" * 

^ C09 0 P k 

coordonnées de l’extrémité de celte longueur, on trouverait 
(*7) 


= — ^ — =:± v/{x’ -I- V’ + z’) =± r, 
cos,9 cosy ' ' ' . • I 


(57) 


l> 


et par suite la formule (92) donnerait , 

« • 

(38) (,<x + Fy-|-i?z)>-f-(Fx-4-4îj--|-J!)z)’-d^ex + Z>y-f fz)’= 1. 

L’équ|tion (58) appartient à un ellipsoïde dont les axes correspondent aux valeurs de 
a, p, 7 déterminées par la formule 

/<(,< cos a-r/^cosp-r Ecos-/)-sF(Fcos a-sBcosS+Dcos -/)+£(£ cosa+Dcosfi-fCcos-zy^ 

cosa 


♦ 


(50) = 


f'{Acota-t-Fcosp-t-Ecoi-/) + B{Fcosx+Bcoip+Dr.osy) + D{Eço^aL+Bcnab-tiC‘--né'i) 
• - cosS • • 


E(Acoia+Fcoip+E'coiy)‘t-D{Fco!ix+Bco tp + Dcniy)+C{Ecoiii^Deorf-*Ci;oi-l) 

' COS7 . • , • 

Or, celle-ci étant évidemment vérifiée par les valeurs de .-a', p, ,7 qui- sapsfi>ut .3 
la formule (34) > on peut aOirmer que les axes du nouvel ellipsoïde sorrt dirigés suivant 
les mêmes droites que les pressions ou tensions principales. On arriverait 3 la même ca<i 
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dation eu obtervonl que les valeurs nutsaimum et minsntum du rayon vecteur, c’esl- 
à'dire le grand aae et le petit axe de l’ellipsoïdet oorreapondcnt uéccsaw renient . en vertu 
de l’di^ualion (By), le potier à la pression eu lenkion minUitum , le fécond h In prea- 
sioi^xm tensioB maximum. 

Bn rdauoMint les. diverses propositions que nous vcnom d’dinblir, on cditiendra' le ' 
théortînïe siiîranl. . -, ’ 

3:' Tiiÿ.oaruE. SI, apr^i avoir fait passer par un point donnd d’un corps solide un 
plan quelconque , on porte, à partir de ce point, et sur chacun des demi-axes perpen- 
diçulai^ au plan, deux longueurs équivalentes, la première il l’unité divisée par la 
pression ou tension exercée contre le plan, la seconde à C unité divisée par la racine 
carrée de cette force projetée sur Cun des demi-axes que l'on considère , ees deux longueurs 
seront les ramona vecteurs de deux ellipsoïdes, dont les axes seront dirigés suivant les 
mêmes droites. A ces axes correspondront les pressions ou tensions prindpalcs dont cha- 
cune sera itbrmale au plan qui la supportera , et parmi lesquelles on rencontrera toujours 
ta pression ou tension maximum, ainsi que la pression ou tension minimum. Quant aux 
autres pressions ou tensions , elles seront distribuées symétriquement autour des axes des 
deux ellipsoïdes. Ajoutons que, dans certains cas, le second ellipsoïde se trouvera rem- 
placé par deux hyprrboloïdes conjugués. Ces cA sont ceux dans lesquels le système des 
pressions ou tensions principales se compose d’une tension et de deux pressions , ou 
d’une pression et de deux tensions. Alors , si ton substitue d la force qui agit contre 
Aiaque plan deux composantes rectangulaires, dont tune soit normale au plan , cette 
ilerniére composante sera une tension ou une pression , suivant que le rayon vecteur per- 
pendiculaire au plan appartiendra à tun ou à-tautre des deux hyperboloïdes , et elle 
s’ évanouira quand le rayon vecteur sera dirigé suivant une des génératrices de la sur- 
face conique da second degré qui touche les deux hyperboloïdes à tin fini. 

ConcovoBf-b présent que du centre du premier ellipsoïde on mène arbitrairement à 
la surface trois rayons recteurs qui se coupent 11 Angles droits. On prouvera sans peine 
que , si l’on divise l’unité par chacun de ces rayons vecteurs , la somme des carrés d^> 
quotients *era_ une quantité constante, égale à la somme qu’on obtiendrait en faisant 
coïncider, lof 'trois rayons vecteurs avec les trois demi -axes de l'ellipsoide. [Voyez les' 
Leqoos sua les opplicâtious du calcul iniinilésimal b la géométrie , pages v 74 et syS]. 
Du cette remarque, jointe au troisième théorème, on déduit immédiatement la propo- 
sition suiva'nte. • • 

>, %• • • • 

4.' TnèoaÊaï. .'•Si par un point donné d’un corps solide on fait passer trois plans 
rectangulaires entre eux, la somme des carrés des pressions ou tensiona.supporlées par 
res mBmeS'plans sera. une quantité constante , égale d la somme des carrés des pressions 
ou tensions princiftales. ^ ^ . 

Il peut arriver que lus trois prossions'ou tensions priocipnlcs, ou au moins deux 


m 
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3’cnlre clics deviennent équiveleolei. Lonqao ces forces se réduueal ii trois preessons 
égales , on b trois tensions égales , les deux ellipsoïdes Jont nous avons parlé se réduisent 
b deux sphères. Mors il y a égalité de pression ou de. tension en tous sens, et obpque 
pression ou tension est perpendiculaire au plan qui la supporte. Il importe d’aill^rs 
d’ohserrer que de c$s deiK dernières conditions la secoi^o ne pont être retnplte qu 'au- 
tant que la première l’est pareillement. En effet , l’on suppose la force • p constam- 
ment dirigée suivant la droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnélss positive, 
1rs angles a . ^ , 7 , lu formule <><> (35) subsistera pour une position quelconque 
de cette droite , cl par conséquent pour toutes les valeurs de » , P , 7 .»proprci b véri- 
fier réqualioii (56). Or, on tire do la formule (54) , i.* en supposant deusvlet quantité* 

cos», '^os?, COS7 

réduites b léro , cl la troisième b l’unité, , 

(4„) i)=o, £ = o, f = o; 

3.’ en ayant égard aux équations (4o) , 

(é.) a = b = c. * 

Par conséquent, dans l'hypolhèao admise , les formules (ao) deviendront 
(4î) pcos)iT=/f cos» , pcoS|T = /IcQsP , pç,o%i = Awr, . 

et , comme ou tirera de ces dernières 

P cosa rosp cosy t/(cos » g + cos » p S cos * 7) ^ 

(4.7) — = coS)« ~ cosv t/(cos ’ t + cos • g + cos >'v) 

(44) P = ±7<. • ■ _ 

il est clair que la pression ou tension, désignée par p, restera la même dans tous les 
sons. C’est précisément ce qui a lieu, quand on considère une masse fluide enéquilibro. 

Si deux pressions ou doux tensions principales devenaient égales entre. elles, les dçux 
.ellipsoïdes mentionnés dans lo 5.' théorème se Réduiraient h deux ellipsoïdes de révo- 
lution , dont le second se trouverait râiiflaé^, dans certaios cas , par an système de 
deux byperboloides do révolution conjugués Tune b l’outre. Alors loua ks pians taeiiés 
par l’axe de révolution de ces ellipsoïdes ou hyperboloïdes , supporteraient despressions 
ou tensions équivalente*, dont chacune, étant perpendiculaire^ au plan qui lui serah 
.aoumis , pourrait être considérée comme une pression ou tensiou principale. ' 
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L« tuppotitioa que nous venons de faire comprend le cos où les trois forces, i|iii com- 
posent le système des pressions ou tensions principales , seraient équivalentes , et se rt‘- 
duiraient & une pression et à dent tensions, ou bien encore k doux pressions et ù une 
tension. Seulement il importe d'observer que. dans lé dernibr cas, te>|fremiér ollipoiido 
serait remplacé par une sphère , et qu’en conséquence touslés pLins menés par le point 
{x,y, a) qiapporleraient des pressions ou tensions équivalentes, mais dirigées) les unes 
suivant deè droites perpendiculaires, et les autres suivant des droites obliques 'è ces 
mêmes plans. 

’ Généralement , toutes les fois qu’une tension principale deviendra équivalunle'b une 
pres>ion principale , les plans menés par l'axe perpendiculaire aux directions de ces deux 
forces supporteront des preuions ou tensions équivalentes, mais qui resteront obliques 
aux plans dont il s’agit, tant qu’elles seront distinctes de ces mêmes forces. 

On peut encore supposer qu’uqp ou deux de» tension* on pressions principales so ré- 
~ duisent è aéro, ou qu'elles s’évanouissent toutes. Dans le premier cas, les ellipsoïilcs ou 
hypcrboloïdcE , mentionnés dans le troisième théorème, se traosfqrmoront ep cyliodres 
droits qtii auront pour base* des ellipses ou des hyperboles conjuguées. Dans le second 
cas, chaoun de ces cylindres se trouvera remplacé par deux plans parallèles. Daas le 
troisième cas, la preuion ou tension., exercée contre un plan quelconque mené par le 
point {x,y, s) , se réduira toujours à zéro. 

Les formule* précédemment nlMcDue* *e simplifient , lorsqu’on prend pour axes coor- 
donnés do* droites parallèles aux directions des pressions ou tensions principales cor- 
rMpondantes au point (ar, y, Alors, en effet, la surface, que représente l’équation 
(ag), doit étie une surface du second de|y6 rapportée, non-ieulement ^ son ccntu-, mnj.s 
encore è ses axes: et l’on doit avoir en conséquence 

(4o) . D = O E~o, F = q. 

» 

Cela posé, les valeurs numériques des quantités /i , B'., C représenteront évideiii 
ment les pressions ou- tensions principales, et les formules (»o) , (va), (»5) se rédiii- 
reol h 

‘(45) pcofl= y# cosz, paosp=: Acos^ , pcos» = t'co5y , 

t » 

(46) p' =x y/’ens’a + A’COS’P 4- C’eos'v , 

(4?) ■ pçosj = ydc(JS’a4- AcOS’?4- Ccos’v , 

, ^ * - 
tendis que les équations (ig) et (38) deviendront 

(48) . .■fV4-Ay’ + 4'** = =t.» ' ■ 
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Les «quationi (^6) ot (4y) font connaître Jns relations qui existent, i.‘ entre les pres- 
sions ou tensions principales , et la pression ou tension p supportée par un plan quel- 
conque; entre les trois prcniiircs forces et les projections de la dernière sur une 
droite perpendiculaire au plan dont il s'agit. Les angles « , ^ ) 7 compris dans ces 
mêmes équations sont précisément les angles que forme la perpendiculaire au plan arec 
les axes suivant lesquels sont dirigées les pressions ou tensions principales. 

Dans le cas particulier où l'on considère uniquement des points situés dans le plan 
des X, y, et où l'on fait abstraction de l’une des dimensions du corps solide, les 
formules (45 ) , (46) , (4y) , (46) , (4q) peuvent être remplacées par les suivantes 


(5o)_ 


pcosXc=/4cosx, painV=.)3sin* , 


(5i) 

y)’ =zyl’COS’«-|"jB'6in’*. 

(5a) 

P coa è — ./d cos’ « -1- 21 tin * a , 

(53) 

^x’ + ^y’ = ±i , 


(54) ‘ 

r 

Alors aussi les ellipsoïdes ou hypcrbololdes , mentionnés dans les théorèmes a et S , 
SC réduisent è des ellipses ou è des hyperboles conjuguées, représentées par les équa- 
tions (53) et (54^. 

Dans d'autres articles je ferai voir comment on peut déduire des principes ci -dessus 
établis les équations qui expriment l'état d'équilibre ou le mouvement intérieur d'un 
corps solide élastique ou non élastique. 
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ADDITION A L'ARTICUi PRÉCÉDENT. 


Le* valeur* de pcm'i., pcosfi., ;>eo9» , donnée* par le» liirmules (ïo) do l’arliclc 

précédent sont entièrement semblable» aux valeurs des composantes rectanjiubiii'es de 

la force qui solliciterait un point matériel placé en présence ^de plusieurs contre» fixes 

d’attraction ou de répulsion^ et iK-s-pou écarté d'une position dan»_ laquelle il restait, en 

équilibre au milieu de» Centres dont il s'agit. üneCTct, concOtoos que.Je point maléricL 

«près avoir coîucidé . daus là position d'équilibre., a_rec Poriginc des coordonnée» , ail 

été transporté à une di.staiico très-potile cl déiîgnéiCpar p. Soient d’ailloiirs v,r',... 

les rayon» vecteur» menés de. Porijfine aux divers centre» fixe» , B , ■»». lé» force» 

d'atlraclioii Ou de réput’sioiii quiréuianant cL;» mêmes centre», toICcltai.unt le p'dni tn*; 

lériel dans la posilioii^équilibrn , et P la résdftinte de cclbis-nuxqiirlleÿ ce point 

est eoumit après son déplacement. Soient enfin 

r ^ ' »V , •*: : I • 

«. P. 7: ' oj b, e; a', b’, c'; el«. ... t, > 

le» angles que forme, avee le» demi- axe» de* coordonnée» positives, i,*le rayon vec- 
teur p. »." Ici rayons vecteur» r, r',...-.. , 3,* la direction de la forco P. Un 

supposant le point matériel ramené à la position d'équilibro, on établira sans pciue-le» 
équations 

* •* ^ • 

(1) i{±lRcosx)z=o , Ï[± /îco»p)=e . ï{±flco*7) = o, 

r ’ . , . 

la lettre t indiquant une soimne de lcrinos semblables, mais relatifs aux divers centre^» 
fixe», et le signe ± devant être réduit, tantét au signe — , ’tonlôt an signe »+-, 
suivant que la force R ' sera répulsive ou atlracthse. Soit maintenant f{f) la fonetion 
de la distance r qui mesure la force Tandis que le point matériel sera trans- 

porté de l'origine i l’extréiuité du rayon f , le» qnantiléa r, R b, e pren- 
dront des accroissements correspondant» quo uous désignerons é Paide dè lit caractéris- 
tique i , et Pon aura éutdemrovnl . . 1 

■V s. • ■ ■ i ' 

(r-(- Ar)oos(a -J- ia) = rcosn — fCO»a, 

(r -1- Ar) cos (b \b) = r coS b — pcos fi , 

(r-4- Ar)cos(e-f' Ac) =rcosc — fcos-/; , 

»■ 


D) 


• IL* AiiaiE. 
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R + àIi = f{r + nr): 


I Pco«'a = ï[± (/f + ■^R)cos(n + ia)] , 

Pcosf»= ~[± (fl + A fl) cos (6 -1- i t)] , 
flcot» = ï[± (fl + *fl) co«(c -I- icj] . 

Oo Irouvcia par suite 

(5) (r + Ae)’ = (rcosa — f cosa)* + (rcos 6 — pcos^)’ -J- ('•cosc — pcusy)’ 

= r’ — 3 rp (cosacosi -f- eus frcosS -4- 00 SCCOS 7 ) p'; 

puis, CO considâraul la quantité p comnip ioGuiuient petite du premier ordre , et né- 
gligeant les infiniment petits du second ordre, on conclura des formules (a) , (5) , (5) , 

( 6 ) 

(7) 


(8) 


Cela posé, eu ayant égard aux équations (i) , on reconnaîtra que les foruiules (4) peu^ 
vent être réduites & 


Ar = — P (cosacosz -|- cos 6 cos Ji cos cens 7) ; 

fl + Afl = /^(r) + nr).Ar = fl + f(r).Ar; 


Cos(o + Aa) 


rcosa-pcosa 


00s 3 

co»a 

r + ir 

COSti P 

r 

r 

rcos6-pOOS^ 

— cost — P 

C09p 

cosA 

r+ir 


T 

r 

_ rcos^-pcosy 


CO97 

cosc 

r+ Ar 

COSC P 

r 

r 


Ar , 


I fleosl = ï|±j^/'(r)— ^^Jcosfl.Arrp-^^ pcosaj , 

Pcospt= ï|±j^/’(r) ^^Jcost.Arqp-^^pcospj , 

Pcoi» = ï|±J^^(r) — -^^Jco8c.Ar::p-^^pcos7| ; 

puis, en remettant pour Ar sa valeur tirée de k formule (6), et faisant, pour 
abréger , 
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1 

|=F[n»-)-^]co»’aq=mj 

(lo) ^ 


iq=[rw— 


1 1 
i ‘'=”1 

|=p[nr) /•M]cos.c:,= /-«j 



} T [ri*") ces c 1 , 

(") 1 

! *=--! 

1 =F [ri*") + cos c cos a 1 . 


1. i 

! ^' = PA| 

j=F[^(r) 4‘-^^]cosacosfc| : 


nn irourera définiliveroent 

Pooa'^ = Acoêx•^-Fcotp-{-Bco$y, 

Pcosii = F cou Bcosp -{- Dcos-f , 

Pcof = Ecosa-\-Ccoip + Ccosj. 

Los forroulei (i i), ainsi que plusieurs propositions qui s’en déduisent, et qui sont uialogaes 
aux théorèmes i , s , 5 du précédent article , sont dues H M. Fresnel , qui les a données 
dans ses Recherches sur la double réfraction. 


4 
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8ÜR LA CONDENSATION ET LA DILATATION 


DES CORPS SOLIDES. 


Lorsqu’un corps solide vient à changer de forme , cl que, par reffet d’iine cause quel- 
conque, il passe d'un premier élat naturel ou artilioiel il un second état distinct du 
premier, chaque élément du volume se condense ou se dilate, cl les divers éléments 
ulTrcnt en général des condensations ou dilatations diverses. Il y a plus, la condensation 
nu dilatation du corps en un point donné peut n’élro pas le même dans tous les sens. 
Nous allons entrer, à ce sujet, dans quelques détails qui, plus tard, nous seront fort 
utiles pour la solution de quelques problèmes de mécanique. 

Rapportons tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires , et supposons que 
le point matériel, correspondant aux coordonnées x, y, z dans le dernier état du 
corps solide , soit précisément celui qui , dans le premier état du même corpst avait pour 
coordonnées les trois dilTérences 

(i) X — ï, jr — B, J — i;. 

Si l’on (Kend x, y, z pour variables indépendaulos , i,. s, i seront des fonctions 
de w, y, t qui serviresit kcnesurcr les déplaccsneots du point que l’on considéie 
parallèlement aux axes des coordonnées. Soit d'ailleurs r la distance qui, dans le 
second état du corps solide , sépare deux molécules m , m', correspondantes aux 
coordonnées x,y, z, et as-|--^a:,j'.d-Ay, en sorte qu’on ail 

(ï) r’ = ai* + ij'* -f. -iiî’ • 

Comme ces deux molécules seront celles qui , dans le premier état , avaient pour coor- 
données 

— Î, y — ri. : — 

et 

/ rfç rf; d; \ t tin dn dr. \ 


/ rft d; dî \ 
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il est clair que, ai l'on désigne leur dislnncc priinilive par 


r 



Soient DiaintenMit a, j les angle» que formo , avec Ica demi-axes des courdoii- i 

liées positives, le rayon vecteur r niené de la molécule m à la molécule m'. # 

On aura évidemment 

( 5 ) aæ=rcosa. ay = rco»p, iî = rcos7î 

et , en supposant la distance r iniliilmenl petite , on tirera de l’équation (4) divisée 
par r’ 



La quantité déterminée par la formule (6) , n’est autre chose que le rapport 

du rayon vecteur r h l’expression ( 3 ) , c’est-à-dire le rapport entre les distances qui 
séparent les deux molécules infinimeot voisines m et ns', dans les deux états du corps 
solide. Par suite , la valeur numérique de i servira de mesure à ce qu’on peut nommer 
la dilatation ou la condensation linéaire du corps suivant la direction du rayon vecteur 
r. savoir à la dilatation linéaire, si • est une quantité positive, et à la condensation 
ou contraction linéaire , dans le cas contraire. 

Concevons à présent qu’à partir du point [x, j, z) on porte sur la droite qui 
forme , avec les demi-axes des coordonnées positives , les angles « , ^ , 7 , une lon- 
gueur équivalente à 1 < i et désignons par 
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« + *. 7 + y» = + * 

In» cooriloaiiéi's de rcxlrcinild de celle longueur. On aura 


( 7 ) 


C4.tsa ct)s^ 


cos y 


:± (l +«) : 


et la rfiriiiulc (G) donnera 


(H) 








rfÇ dï • dC 


Olle dernière équation représente une ellipsoïde dont la construction sulTît pour indi- 
quer les rapports qui existent entre les dilatations ou condensations linéaires dans les 
différentes directions autour du point (x, y, r). Nous appellerons dilatatiom ou 
condetiMlioni principala celles c|ui correspondent aux trois axes de l’ellipsoïde, et 
parmi lesquelles on rencontre toujours les dilatations ou condensations maximum ou 
mïnimuin. Les autres se trourent symétriquement distribuées autour des trois axes de 
ce même ellipsoïde. 

On peut aisément déduire des équations (6) et (8) les râleurs des variables < cl 
1 , y qui correspondent aux condensations et dilatations linéaires principales. En 
l’ffrl , si l'on pose , pour abréger , 
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las formulât (6) et (8) te réduiront aux suivantes 


« 


( 1 *) 0 = A cos’ a + B co»*?-4-Ccos’74-sRco5‘5Coiï + i Ecov/cosa 4* » F eus» CO» 5, 

(i5) Ax’ + By’4-Cx’4-îDyi + ïEïx4-îFxy=i. 

Ur, dans l'ellipsoïdo représenté par l’équation (i3) , le rayon vecteur mené du centre ii 
un point de la surface sera normal à cotte surface, si les angles a, ■/, formés par 
le même rayon vecteur avec les demi-axes des coordoQsées positives , vérifient la formule 


Acosa+Fcos^ + Kcos-/. Fcos«-f Rcos?+ D00S7 Ecosa-t- Dcos^-t-Ccosv 

Il A) ■ ■ - — — i 

cosa cos^ eo»7 

• < 

et , comme les trois fractions qui précédent , quand elles deviennent égales entre elles , 
sont en même temps équivalentes au rapport 

« 

(Acosi+Fcos|5+Eco»7|cnsx+ (Fcosa+ nco5‘<+Cco»-/)co8f/+(F.co5»-t-noos5-fCcoS7)co37 

* cos’a+cos’[s+cos’7 ’ 


il est clair que les valeurs de 0. 2, 7 correspondantes aux dilatations ou conden- 

sations principales seront déterminées par la formule 

^ AcoS 2+ Fcos^ + F.COS7 Feosa-f Bcos%-t-I>coS7 Ecoss + Itcosfi + Ccosy 4 , 

^ ' cosa cos^ C057 

jointe il l’équation 

(ifi) COS’a4-CO»’?-|-CO»’7= I . 


D’ailleurs on conclura de la formule (i5) 

(A — s)cosi4- Fco»S-|- E co »7 = o , 

(17) Feosa 4- (B — 5) cos^ Dcosy = O , 

E COS a 4 - D cosp 4" (C — 9) COS7 = O , 

et par suite 

( 18 ) (A — 9)(B — 6 )(C — 0)— D’(A — 9)— E’(B — 6 )_F’(C — 5)4- 2 DEF=-ü. 

Soient 9', 8*. O'" les trois racines de cette dernière équation , et i', k-s 
valeurs correspondantes de t, en sorte qu’on ait 
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r.hncuiu- <le> trois quantité» •*, représentera toujours, lorsqu’elle sera posi- 
tive, une dilata lion principale, et lorsqu’elle sera négative, une condensation principale 
prise arec le signe — . De plus, on aura évidemment, en vertu de l’équation (i8) , 

- 0'-f-6'4-(i'"= A-1-1J4-C , 

(ao) I (,V'' + 0"'0' + 0’9*=BC-|-GA-|-AB — D* — E> — F-, 

( s'(/* 9"' = ABC — AD’ — BE> — CF' + îDEF. 

Si l’on supposait les axes cuorduuués parallèles aux droites menées par le point (x, jr, :), 
et correspondantes aux dilatations ou condensations linéaires principales, l’équation (i5) 
représenterait un éllipsoïde rapporté, non-seulement k son centre, mais encore è ses 
axes. On onrait donc alors > 

(ji) D = o, E = o, F = o, . 

ou, ce qui revient au même. 


dz dj dy di dy dt dy dt 

dÇ dÇ dÇ d; ^dr.dr. dÇ di 

ds dz dz djt dz dx dz dx 


I dÇ ds d\d\ dti d» d; dÇ 

\ dy dx dx dy dx dy dx dy 


et connue l’équation (i8) se réduirait b 


(v5) 

oti pourrait prendre 


(A — 0)(B — 8)(C — 9) = o . 


6' = A, S' = B, 9'"r=C. 


Par suite la foi niule ( 12 ) donnerait 


9 r= S'eos' » + 0*co»*^ -4- o'"cos* V 


ou , ce qui revient au même , 
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L'équalioo (a6) sert à déduire [a dilatatkm ou condensation , mesurée suivant un axe 
quelconque , des condensations ou dilatations principales , mesurées suivant trois axes 
qui se coupent à angles droits , quand on connaît les angles a , ^ , y que forme le 
premier axe prolongé dans un certain sens avec les trois autres. 

Outre les «ondensations et dilatations linéaires dont nous venons de parler, il peut être 
utile de considérer la condensation ou dilatation d’un très-petit élément de volume qui 
renferme le point (x, j’, i). Or, Supposons qu’en vertu du changement d’état du 
corps solide, ce petit élément ait varié dans le rapport de i è i I*& valeur 

numérique de u servira précisément è mesurer ce qu’on peut appeler la dilatation ou 
la condemation du volume au point (x, j, r) , savoir la dilatation du volume, si la 
quantité U est positive , et è la condensation du volume dans le cas contraire. Ajoutons 
qu’il sufGra, pour déterminer la quantité u, de connaître les condensations ou düa- 
lations linéaires principales, c’est à-diro, en d’autres termes, les valeurs de c', i", c'". 
En eflet, concevons, pour fixer les idées, que le petit élément de volume ait été ren- 
fermé, dans le premier état du corps solide , sous une surlàce sphérique décrite avec un 
rayon infiniment petit désigné par s. Ce petit élément, qui avait alors pour mesure 
le produit 



prendra évidemment, après le changement d’état, la forme d’un ellipsoïde, dont les trois 
axes seront 

?(>+•*). *+•*"') I 

cl en conséquence il deviendra équivalent au produit 


On aura donc 




1 +»: 


f »p»(l + .')(l + .')(t+."') 


OU , ce qui revient au même , 

{»?) I ^(e'0'8'") ■ 


II.' XtiVt.1. 



( 66 ) 

En cninbinant cette dernière équation arec la troiaième dea formules (lo) , on Irourcra 


(î8) ' |-^j’=ABC — AD* — BE’— CF’ + ïDEF. 

Les équations (lo) , (il), (l*)t (»7) i (*7) (*B) se simplifient, quand la (orme du 

corps solide varie très-peu dans le passage du premier état au second. En eOet , si l'on 
considère les quantités 



comme infiniment petites du premier ordre, on tirera des équations dont il s’agit, en 
remplaçant 0 par et négligeant les infiniment petits du second ordre 

ou d’un ordre plus élevé. 


I 



Alors aussi l'élimination des angles ?, y entre les formules (5a) produira l’équa- 
tion 
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1 



f ££+££)( 

\dx 1 

idy 1 [dz 1 [dt dy 1 

\dx^ dt / \ 

1- 

irfî dy 

r(s-)-(£+g-($-) 

■f 

^l-è' 

1 


( 54 ) 


qui aura pour racioea les quantités et de laquelle on conclura 

ax ay dt 


(55) 


£i£l £1^1 l.[ii fliV ±ffil 

dy dt ^ dt dx ^ dx dy 4 ^ dy) 4 W® ^ dt] 4 1*0" ^ dxj ^ 

• -• ^ 

\dxdydi ^dx\dt^d}f) ^d/(ds^dt) ^di(dx^d]r) ^ ii\di^d^) \ds^dtj [dy^dxl 

Si l’on supposait les axes coordonnés parallèles aux droites suivant lesquelles se mesurent 
les dilatations et condensations principales relatives au point (x,y, i) , les conditions 
(si) OII (ss) seraient vérifiées. On aurait donc, en négligeant les infiniment petits du 
.second ordre , ou d'un ordre plus élevé , 


dr. , rfî 
rfr +rf7 


(56) - : -H — =a O . 

et , comme par suite l'équation (34) se réduirait h 


rfÇ , rfî rfÇ , d„ 

rfi+rf7 = “- 7^-^dI=°’ 


( 5 ?) 

on pourrait prendre 

(58) 



/ dn 


U* j 

1 dy 

) W* j 

_ £5 

§ 

dn , 

dx * 

i 



£1 

dz 


r = — COS*a-|-— c0S*S-f-— COS'7, 
dx dy dt 


Dans la même supposition, la formule (3i) donnerait 

( 3 «)) 

ou , ce qui revient au même , 

(4o) I = r'cos'ot + l'cos’p + t'"c 08 'y. 

C.ctto dernière se déduit immédiatcuicnl de l’équation (afi) , quand ou considère i, i' 


« , • 


comme des quantités infiniment petites. 


O 
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Revenons au cas oii les axe« coordonnés sont dirigés suivant dps droites quelconques. 
Alors , si l’on fait , pour abréger , 




(4.) 




t(î,= 


dm 

"7* * 
dy 




_ dm de, de, d\ . d\ dm 


la formule (5i) donnera 

(4s) « = ^t,cos*«+ \PjCos’p+ 0co8’7+ a (Qcos^cos-/.)- s£cos7cosz.f a/cosicosp . 

Concevons mainlonant qu’é partir du point {x, y, s) on porte, sur la droite qui 
forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles a, p, 7, une longueur 

dont le carré représente la valeur numérique du rapport ~ ; et désignons par x+x, 

_y + y, a 4" * 1“ coordonnées do l’extrémité de cette longueur. On aura 


(43) 




c is> cos P CO87 
et l’on tirera de la formule (4a) 

(44) ^t,x*+iR,y’ + G*’4-n(0ys + »£s* + !î#’*y = ±'- 


L’éqiialinn (44) > seiiiijinble à la formule (ag) do la page (So) , appartient é une surface 
du second degré, dont lo centre coïncide avec le point (x, a)> Cette même 

équation représente une ellipsoïde , dans le cas où t ne change pas de signe tandis 
que l’on fait varier les angles i, 7i et se réduit alors à 

(43) si,*’ + iiby’ + 0»!’ + *(0y*4- 4- s/sy = I . 

ou bien h 

(46j *C*’4- T)by'4-Gï’4- *ûE>y*4- «é:s*4- = — > . 

selon que l’on suppose < constamment positif ou constamment négatif. Dans ce cas , 
il n’y aura, autour du point [x, y, :) , que des dilatations linéaires, si ■ est po- 
sitif, et des cmideiisatlons linéaires , si f est négatif. Dans le cas contraire , l’ellipsoïde 
se trouvera rompl.icé p.ir le système de deux hyperbnioïdes conjugués, dont l’un, rc- 
préK'iité par rét|iiation (45) , comprendra les extrémités des rayons vecteurs dirigés dans 
les divers sens suivant lesquels le corps solide se sera dilaté, tandis que l’autre, repré- 
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senté par l’équalinn (4ti) . comprendra fea extrdinités des rayons vecteurs , dirigés dans 
les divers sens suivant lesquels le corps solide se sera condensé. Ajoutons que , dans tous 
les cas possibles, les condensations ou dilatations maximum ou minimum correspon- 
dront évidemment à deux axes de rellipsoido ou des deux byporbnloïdes. Cela posé , un 
pourra énoncer la proposition suivante. 

TaéoRÊ>B. Supposons que, par l'effet d'une cause quelconque , itp corps solide ait 
passi d’.un premier état naturel ou artificiel à un scctfnd état très-peu différent du 
premier , et qu'à partir d'un point donné de ce corps solide, on porte , sur chacun des 
demi-axes aboutissants au mime point, une longueur équivalente à l’unité divisée par 
la racine carrée de la condensation ou dilatation linéaire mesurée suivant le demi- 
axe que Tqis considère. Cette longueur sera le rayon vecteur d'un ellipsoïde qui aura 
pour centre le point (x , y, z) , et dont les trois axes correspondront à trois dilatations 
ou condensations principales. Quant aux autres dilatations ou eondensettions^, elles 
seront symétriquement distribuées autour de ces trois axes. Dans certains cas^ l'ellip- 
soïde dont il s'agit se trouvera remplacé par deux hyperboloïdes A une nappe et à deux 
nappes , qui , étant oonjugués l'un à l'autre, auront le même centre avec les mémesaxes , 
et seront touchés à Cinfini par une même surface conique du second degré. Ces cas 
sont ceux oü ily aura, autour du poidt donné, dilatation dans un sens, condensation 
dans un nuire. /Hors la surface conique dont nous venons de parler séparera la région 
dilatée, qui correspondra au premier hyperboloide , de la région condensée qui corres- 
pondra au second, et les génératrices de cette sUrfaee'conique indiqueront les directions 
suivant lesquelles il n'y aura ni dilatation ni conilensation. /Ijoulons que, parsni les 
condensations ou dilatations principales , on rencontrera toujours, si le corps est dilate 
dans tous les sens, ou condensé dans tous les sens autour du point {x,y , z) , un 
maximum et un minimum de dilatation, ou bien un nraxiiiium et un minimum de con- 
densation; et, si U contraire arrive, une dilatation maximum avec une condensation 

maximum. ' ' 

- .•T 

Il peut arriver que les trois condensations ou dilatations principales , ou au moins deux 
d'entre elles, deviennent équivalentes ou so réduisent à zéro. Alors l’ellipsoïde et les by- 
perboloïdes mentionnés dans le théorème précédent deviennent des surfaces de révolu- 
tion ou des cylindres , et peuvent même se réduire à une sphère , ou k un système de deux 
plans parallèles. Ainsi , on particulier, lorsque le corps solide est dilaté dans tous Irs-sens, 
on condensé dans tous les sens, et que les condensations ou dilulalions principales sont 
équivalentes, l’ellipsoïde se change en une sphère, ef la condensation ou dilatation li- 
néaire a une valeur constante, qui reste la mémo, , dans, toutes les directions outoiir du 
point {ce, y, s). Dans ce cas , la condensqlioo ou dilatation du volume est évidemment 
le triple de la condensation ou dilatation linétdre. ’• 
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SÜR LES MOUVEMENTS QUE PEUT PRENDRE 

% 

VN STSTEHE INVARIABLE, LIBRE, 

OU ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 
. 


S I." CONSIDÉRATIOK» cLkÊRALE». 

Lorsqu’un système InTariable , libre ou assujetti è certaines conditions , se meut dans 
I’cspace7 il existe entre les vitesses des dilTérenls points certaines relations qui , dans 
beaucoup de cas, s'expriment très- simplement,. et que l'on déduit des formules relatives 
è la transformation des coordonnées. Je vais montrer, dans cet article, quo les mêmes 
relations peuvent être tirées du principe de vKosscs virtiiellos. Ordinairement on se 
sert de ce'principe pour déterminer les ^rces capables de maintenir en équilibre un 
système de'points matériels assujetti h des liaisons données, en supposant connues les vi- 
tesses quo ces points peuvent acquérir dans un ou plusieurs mouvements virtuels du sys- 
tème, c’est-h-dire dans des mouvements compatibles avec les liaisons dont il s’agit. Mais 
il -est clair qu’on peut renverser la question, et qu’après avoir établi les conditions d’é- 
quilibre f>.'ir une méthode quelcouque, ou même, si l’on veut, par la considération de 
quelques-uns des mouvements virtuels, on pourra se servir, pour déterminer la nature 
de tous les autrey , du principe que nous venons de rappeler. Ajoutons qu’il est utile , 
dans cette détermination , de substituer au principe des vitesses virtuelles un autre prin- 
cipe que l’on tire immédiatement du premier, et qui se trouve renfermé dans la propo- 
sition suivante. 

TiiéoRKHE. Suppotons que deux tytlèmtt de forcée soient tuceeeeivement appliquée à 
dee pointe aeeujeltie à des llaieons quelconques. Pour que ces deux tyeièmee de forces 
soient équivalents , U sera nécessaire , et il suffira que, dans un mouvement virtuel 
qaetce>nque, la somme des moments virtuels des forces du premier système soit égale à 

la somme des moments virtuels des forces du second système. 

• 

Démonstration. Supposons que les deux systèmes de forces donnés se composent, le 
premier des forces P, P', P’,,... le second des forces Q, Q', Q’ .... Ces deux 
systèmes seront équivalents, sj un troisième système, choisi de manière à faire équilibre 
.iu pH'mier, fait en môme temps équilibre au second. Or, soient /?, R', R“ .... les 

/ 
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forcei qui componoroDt co troisième système. Pour que le principe des vitesses virtuelles 
soit vérifié , il sera nécessaire , et il suffira que , dans un mouvcmcDt\irtucl quelconque , 
la somme des moments virtuels dos forces R , R', R° , prise en signe contraire, 
devienne équivalente non-seulement à la somme des momcnls virlnels des forces P, 
P', P', ... mais encore il la somme des moments virtuels des forces Q, Q', Q",,., 
Donc ces deux dernières sommes devront être égales et affectées du même signe. 

Nous allons maintenant appliquer lo théorème qui précède h la détermination des 
mouvements que peut prendre un système de points matériels liés invariablement les 
uns aux autres. Nons commencerons par examinerde cas oü tons ces points sont compris 
dans un plan fixe dont ils ne doivent jamais sortir. Nous passerons ensuite au <»s général 
oü on les suppose disposés arbitrairement dans l’espace. * . . 


S 3. Sur U mouvement tCun sytlime de pointe malériele qui , étant liée invariablt- 
ment lee une' aux autres, et comprit dans un plan fixe, se meuvent sans sortir de 
ce plan. * 

Considérons un système de points matériels qui , étant liés invariableiiierft les uns aux 
autres, et compris dans un plan fixfe,' se meuvent sans sortir do ce plan. Le mouve- 
ment du système étant compatible avec les làiisons données sera un mouvement vifluel. 
Cela posé, on (Téduira sans peina du théorème établi dans le § i.*'lcs propositions sui- 
vantes. 

1 ." TiiéoaàaE. Si, à une époque quelconque du mouvement, deux points du système 
invariable ont des vitesses nullet , les vitesses de tout les autres points te réduiront à 
zéro. 

Démonstration. Ce théorème , qui est évident par lui-asème, quand les deux points 
donnés ont dos vitesses constamment miHes, c’est-à-dire quand iis demeurent en repos, 
peut être démontré, dans tous les cas, à l’aide des raisonnements que nous allons 
indiquer. - . 

Soient A', A’ les points dont les vitesses sont milles r et » la vitesse d’un troi- 
sième point A choisi arbitrairement. Si l’on applique à ce dernier point une force 
P comprise dans le plan fixe , et dirigée d’une manière quelconque , on pourra géné- 
ralement la décomposer en deux autres forces P', P' dirigées suivant les droites 
A A', A A", D’ailleurs , ces droites étant invariables , ou pourra supposer la force P' 
appliquée au point A', la force P' au point A', et alors la somme des mo- 
ments virtuels du ces deux forces s’évanouira. Donc , la force P, équivalente au sys- 
tème des deux a utres , devra elle-même fournir, en. vertu du théorème établi dans le 
premier paragraphe, un moment virtuel égal à xéro. On aura donc nécessairement 
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. A - 

(l). , . * />MC0S(i*,u)=0, 

A _ _ 

quelf.que soient l'oagle (P.u) et riotensilé du la force P-, c'est-à-dire, on d’uu< 
1res teraaes . 

(,) »-=o. 

Les raisonnemcnls qui précèdent ne seraient plus applicables, si le point A était situé 
sur la droite A' A". Mais, alors, «n. remplaçant la force P par deux forces paral- 
lèles P\P" respectivoment appliquées aux points A' A‘ , on démontrerait , comme 
on .rient de le faire, les formules (i) et (a); et l’on reconnaîtrait encore que, dans 
l'hypothèse admise, la TÎtessc du produit A se réduit à zéro. 

s.* TntoRÊae. Si, à une époque quelconque du mouvement, les vileuee de tout Ut 
pôinit du ^slime invariable tant différentet de zéro, ce* vitettet feront toute* égales 
et dirigée* suivant- de* droite* parallèle*. 

Démonstration. En effet , soient s>* les vitesses de deux points quelconques 
A"' A"- Si ces vitesses ne sont pas dirigées suivant des droites parallèles, les perpen- 
diculaires élevées sur leurs directions, cl dans le plan donné, par les deux points A', A’, 
se coupeéont en un troisième point A.* Or, si l'on applique h ce i^rnicr une force 
P comprise dans le plan fixe et dirigée d’une manière quelconque , la force P sera 
^((bivalente au système de deux autres forces P', P' dirigées suivant les droites A A', 
AA’, et respectivement appliquées aux points A', A'. Cela posé, si l’on nomme 
» la vitesse du point A , on aura nécessairement , en vertu du théorème énoncé 

dans le premier paragraphe, 
r 

(5) ..•i>i’eès(P?«) = P'«'cos(P%«'^-èP.Vcos(P%».*). 


D'ailleurs , les droites AA', AA' étant perpendiculaires aux directions des vitesses 
SI*, on aura encore , 

A A 

(4) cos (P',»') = 0 , cos(P",w') = o. 

M 

Donc , la formule (3) doimera 

A 

(i) Pwcos(P,m) = O , 

P . ^ 

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P,») , et per conséquent 
(a) M = o. 
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Cetto conclusion étant contraire il l'hypothèse admise dam l’énoncé du théorème z, il 
est clair que le point A ne saurait exister. Donc les ritcsses de deux points quelcon- 
ques A', A" sont dirigées suivant des droites parallèles. 

Il reste à faire voir que les vitesses m' sont égales. Or, considérons d’abord le 
cas où la droite A' A' n’est pas perpendiculaire aux directions de ces vitesses. Le point 
d’opplication d’une force P, dirigée suivant celte droite, pourra être transporté soit en 
A', soit en A’. On aura donc , 

(5) PM'cos(PrM')=Ps>'oos(P,'^*)^ 

/\ /\ 

ot, puisque les angles (/’,«') seront égaux, sans être droits, où tirera de fa for- 

mule ( 5 ) 

(6) s.' = 

Si la droite A' A’ était perpendiculaire aux directions de toutes les vitesses , on choi- 
sirait hors de cette droite un point quelconque A dont on désignerait la vilease par 
I»; puis, en raisonnant comme on vient de le faire , on établirait les équations », 

»*=», desquelles on tirerait enivre »' = »*, 

Tnioafii^^£(, à une ipotfue quelconque du mouvement, un uul point dutyt- 
téme invariable a une vitette nulle, la vilette d'un tecond point choisi arbitrairement 
sera perpendieulaire au rayon vecteur mené du premier point au tecond , et propor- 
tionnelle à ce rayon vecteur. 

Démonstration. Soit O le point unique dont la vitesse est nulle, et » la vitesse 
d'un autft point A cimisi arbitrairement. Si l'on applique au point O une force 
P dirigée suivant OA , son moment virtuel sera nul; et, comme on pourra Irons- 
porter le point d’application do la force P de O en A , on aura encore , en 
vertu du théorème établi dans le premier paragraphe, 

A 

(1) Pucos(P,») = o ; 

puis l’on en conclura , en observant qne les quantités P, » ne sont pas nulles , 

(7) - cos(P,»)=o, (P,») = -î. 

Donc l'angle (P,») sera droit , et la vitesse » perpendiculaire au rayon vecteur O /<. 
Soit maintenant »' la vitesse d'un troisiépie point A’, Cette vitesse sera elle- 
II.* A.vxéE. 10 
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même perpciKiiculaJro au ^afon vccteor OA'. Cela potê , app|Î4|uon8 aux poioU A 
et O (leux forces égales k Q, et formant un couplo, dont la premièi^: soit dirigée 
suirant la mémo droite et dans le mémo sens que la vitesse «• . La somme des mo- 
menu virtuels des deux forces du couple se réduira au moment virtuel de la première, 
et par conséquent au produit 

Qw. 


Concevons en outre qu’on applique aux points A' et O deux nouvelles forces Q' 
qui forment un second couple équivalent au premier , et qui soient dirigées suivant des 
droites perpendiculaires au rayon vecteur OA'. Les moments linéaires des deux 
couples devant être égaux , si l'on désigno , pour abréger, per r , r' les rayons vecteurs 
OA, OA', on aura nécessairement • 

(8) Q'r'=Qr. 


D’ailleurs la somme des moments virtuels dos forces du second couple, savoir 


Q'm' co}{Q' , m') = dt Q'k' 

devra être égale ii la somme dos moments virtuels des forces du prcmi||< On aura donc 
aussi 

( 9 ) 

et par suite 

(10) 

• ^ 

(■•) 


= I±1 =: , 

A A 

cos{Ç%«')=i, ou 

Ç'u’ = Ç ». 


Or, il résulte de l’équation (lo) que la vitesse i»' est dirigée dans le sens de la force 
Q'. Donc lus vitesses », »' sont dirigées, ainsi que les forces Q et Q', de ma- 
nière è faire tourner dans lo même sens . autour du centre O , l(» deux points A 
et A'; ce qu'il était aisé de prévoir. Quant à la formule (i t) , si on la combine avec 
la formule (8) , on en tirera immédiatement 


(n) 



Donc les vitesses des points A et A' sont, non -seulement perpendiculaires aux 
rayons vecteurs r, r' , mais encore proportionnellos è ces rayons vecteurs. 
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Dans le monvement que nous Tenons de considérer, la ■vitesse d'un point placé <t 
l'unité de distance du centre O, est co qu’on nomme la vittue angulaire à\i système 
iurariable autour de ce même contre. Si l’on désigne la vitesse angulaire par » , In 
vitesse du point y1 , situé à l’extrémité du rayon vecteur r, sera détorminée par 

la formule — = » , ou 

r ' 

(1.5) w = r». 

Les Üiéorûmes i, a et 3 indiquent toutes les relations qui peuvent' exister entre les 
vitesses de points matériels liés invariablement les uns aux^ulres, et compris dans un 
plan fixe dont ils ne doivent jamais sortir. Ces théorèmes prouvent que les vitesses 
dont il s’agit sont toujours celles que présenterait le système pris dans l’état do repos, 
ou transporté parallèlement à un axe fixe, ou tournant autour d’un centre fixe. Ajoutons 
I.* que le mouvement de translation parallèlement il un axe fixe , se déduit du mouve- 
ment de rotation autour d'un centre fixe , quand ce centre s’éloigne b une distance in- 
finie do l’origine des coordonnées, a.* que le centre de rotation est un point dont la 
position , déterminée à chaque instant , varie en général d’un moment à l’autre dans le 
plan que l’on considère. C’est pour cette raison que nous désignerons le point dont il 
s’agit sous le nom de centre initantané do rotation. 

Nous tcrminctons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés remarquables du 
centre instantané de rotation d’une surface plane d’une étendue indéfinie , et dont les 
points , liés invariablement les uns aux autres , se meuvent' sans sortir d'un certain 
plan. Nous observerons d’abord qu’à la fin d’un temps désigné par t , les différents, 
points de la surface mobile occuperont dans l’espace des positions déterminées , et que 
l’un d’eux , le point O , par exemple , sera le centre instantané de rotation. De plus , 
il est clair qu’à cette époque on pourra faire passer par le point, O deux courbes 
distinctes tracées de manière à comprendre la première tous les points de la^surfàco 
mobile, et la seconde tous les points de l’espace, qui deviendront plus tard des centres 
instantanés do rotation. Cela posé, soit* le point de la première courbe qui de- 
viendra centre de rotation à la fin du temps ou s’appliquant sur un point 

correspondant de la seconde courbe désigné par B.' Soit d’ailleurs As l’arc OA 
mesuré sur la première courbe , et regardé comme l’accroissement d’un arc fini s 
aboutissant au point A. Si l’on considère la quantité A( comme infiniment petite 
du premier ordre, l'arc AB que le point A aura parcouru , pendant l’instant At, 
pour arriver à la position B-, sera évidemment une quantité infiniment petite d’un 
ordre supérieur au premier. En oITct , pour le démontrer , il sullira de faire voir que le 
rapport de ce dernier arc à a ( est une quantité infiniment petite. Or , ce rapport 
représente précisément une moyenne entra les diverses valeurs que prend la vitesse du 
point A pondant rinslanl At; et par conséquent il a pour mesure le produit qu’on 
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obll«DlenmullipIiaiU une velour moyenne delà vitesse angulaire par une valeur moyenne 
de la distance inPinimcnt petite qui, b cette époque du mouvement, sépare le point A 
du centre de rotation. L’arc A B sera danc une quantité infiniment petite d’un ordre 
supérieur au premier, tandis que l'arc OA ou A» sera en général une quantité infi- 
niment petite du premier ordre. Il est aisé d’en conclure que les arcs OA, OB , 
comptés h partir du point O sur les deux courbes ci-dessus mentionnées, auront 
pour dilTérence une quantité infiniment petite d'un ordre supérieur au premier. Donc 
CCS deux courbes seront tangentes l’une à l’autre [voycx le tome 1.", pag. 177 et suiv.] , 

et le rapport ne variera pas sensiblement quand on y remplacera l’arc OA ou 

As 


As par l’arc O B. 
à-diro , si l’on fait 

(> 4 ) 


Donc, si l’on désigne par » la limite du rapport 


AS 


c’est- 


ds 

Tl 


U exprimera tout b-la-fois la vitesse avec laquelle le centre instantané de rotation se 
déplace, en passant d’un point b un autre, sur la surface mobile, et la vitesse avec la- 
quelle le même centre change de position dans l’espace. Ajoutons que la première courbe, 
entraînée par le mouvement de la surface sur laquelle elle est tracée, parcourra une 
portion de l’espace qui aura pour enveloppe la seconde courbe; et que , si l’instant M 
acquiert une Valeur finie, les arcs correspondants OA, OB, mesurés sur les deux 
courbes , offriront pour différence une longueur infiniment petite , non plus du second 
orflre, mais du premier, c’est-A-dire qu’ils seront égaux entre eux. 

Dans le cas particulier où l’une des courbes que l’on vient do cousidércr se réduit & 
im point, on doit en dire autant de l’autre. Alors la quantité ci-deseus désignée par u 
s'évanouit, et le centre instantané de rotation conserve toujours la même position non- 
seulement dans l’espace , mais encore sur la surface mobile. 


§ 5 . .Sur U mouvtmfnt d'un tystime de points motirlels, placis arbitrairement dans 
f espace, et liés "invariablement les uns aux autres. 

Considérons un système invariable 'de points matériels qui , au lieu d'étre renfermés 
dans un plan , soient distribués arbitrairement dans l’espace , et se meuvent d'une ma- 
nière quelconque. Alors , h la place des théorèmes 1 et 3 du § a , ou obtiendra iinnié- 
diiitement les propositions que nous allons éuonccr. 

I." TnàoRÊHE. Si , à une époque quelconque du mouvement , trois points du système 
invariable, non situés sur une même droite, ont des vitesses nulles , les vitesses de tous 
les autres points se réduiront à zéro. 
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hémonêtralion. Ce ihéorênie , qui est évident par lui- même, quand les trois points 
donné* ont des vitesse* constaiiiment nulfes, c'est-h-dire quand ils demeurent en repos, 
l>eut être démontré dans tous les cas l> l'aide des considérations suivantes. 

Soient A' , A’, A'" le* points non situés on ligne drofle, dont on suppose les 
vitesses nulle*, et “ la vitesse d’un quatrième point A choisi arbitrairement. Si 
l'un applique è ce dernier point nne force P dirigée d’une manière quelconque , on 
|K)urra généralement la décomposer en trois autres force* P', P", P'" dirigées suivant 
les droites AA', AA", AA'", D'aillcur», ce* droite* étant invariables, ou pourra * 
supposer la force P' appliquée au point A", la force P' au point A’, la force 
P"' au point A'", et alors la somme des moments virtuels de ces trois forces s’éva- 
nouira. Donc la force P, équivalente ou système des trois autres , devra cllc-tbéme 
fournir un moment virtuel égal è zéro. Ou^aura donc 

• A, 

(l) PwCOS(P,*») “ O , 

/\ 

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P,^) , et par conséquent 



La démonstration précédente ne serait plus applicable , si le point A tflail situé 
dans le jdan du triangle A' A" A'". Mais alors il suivrait de remplacer la force P 
par trois forces parallèles P', P', P'" respccfivemenl appliquées aux points A' , 
A', A'" pour démontrer, comme on vient de le faire , les équations (i) ol (a) , et l’oft 
reconnaîtrait encore par ce moyen que,, dons. riiypothèsc admise , la vitessn du point 
A se réduit b zéro. 

a.* TiiÊoaè.ME. Suppotons ijuà, une époque qmlconque du mouvement deux pointe 
du eyeteme invariable aient des vitesses nulUs, et que tout les points situés hors de la 
droite qui joint les deux premiers aient dre vitesses différentes de- zéro.- On pourra dès 
lors affirmer, i.* que les vitesses des divers points situés sur la droite dont il s'ojtit te 
réduisent à zéro; a.’ que la vflesse tfun point choisi arbitrairement hors de la mime 
droite est non-seulement perpendiculaire au plan qui renferme tout à-ta-fois le point et 
ta droite, et par conséquent à leur plus courte diilance r, mats encore proportion- 
nelle à ta 'longueur r. ^ 

Démonstration. Soient O', O" les dwx points dont on suppose les vitesses nulle* , 
et « la vitesse d’un troisième point O choisi arbitrairement sur la droite O'O". 
Il suffira d'appliquer & ce troisième point une force P dirigée d’une manière quel- 
conque , puis de remplacer la force P par deux forces parallèles appliquées aux poioU 
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O', O", et d’avoir égard au théorème énoncé dans lo premier paragraphe, pour établir 
les équations (i) et (a) , dont lu seconde exprime que la vitesse du point O se réduit 
il zéro. ^ 

Concevons à présent que l’on désigne par u , non plus la vitesse d’un point situé 
sur la droite 0'0“, mais la vitesse d’un point A situé hors de cette droite. Si 
l’on applique b ce point une force P dont la direction soit comprise dans le plan 
0’0‘A, on pourra décomposer la force P on deux autres forcea P', P' dirigées 
suivant les droites A O', A O’. D’ailleurs , ces droites étant invariables , on pourra 
supposer la force P' appliquée au point O', la force P’ au point O", et 
alorsda somme des moments virtuels de ces deux forces s’évanouira. Donc la force P, 
équivalente au système des deux autres , devra elle-même fournir un moment virtuel 
égal à zéro , en sorte qu’on aura 

A 

(ij PoàCOS(P,*>) = 0. 

Donc, puisque les quantités », P sont , par hypothèse , dilTérentes de zéro , l’on aura 
encore 

A A „ 

(S) cos(P,“) = o, ou (P, ») = -—. 

Cette demière condition devant être remplie, quelle que soit la droite comprise dans lo 
plan A O' O’ et suivant laquelle on suppose dirigée la force P, on peut- aUirmer 
que la direction de la vitesse » sera perpendiculaire è toutes les droites renfermées 
dans ce plan, et par conséquent au plan lui-même. 

Soit maintenant »' la vitesse d'un nouveau point A', situé, comme le point A, 
hors de la droite 0'0‘. La vitesse »' sera perpendiculaire au plan A'O'O" . 
Soient d’ailleurs B , B' les points 'èii la droite O'O' est rencontrée par les per- 
pendiculaires abaissées sur elle des points A, A' \ et désignons par r , r' les 
longueurs A li , A’ B’, qui mesurent les plus courtes de ces points è la droite O O'. 
Enfin , appliquons aux extrémités de la droite A û deqx forces égales h Q , et for- 
mant lin couple , dont la première soit dirigée suivant la même droite et dans le même 
sens que la vitesao »; puis aux extrémités de la droite A' B' deux forces égales à 
Q, et formant un autre couple, dont la première soit dirigée suivant la même droite 
que la vitesse Si les deox couples deviennent équivalents , leurs 'moments linéaires 

seront égaux, ainsi que les moments virtuels des forces Q et Q' respectivement ap- 
jiliquées aux points A et A'. On aura donc alors 

. Q'r' = Qr, 
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et par juile 

{'0 

(7) 

(8J 
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A 

Q «'cn5(Q'u') r= lir Om ; 

A A« 

cos((>',w') = I , , Oll «J'w')=o, 

Q'm = Ç.J , 

r' . r * 


Il résulte de l'équilion (G) que la vitesse «' est dirigée dans le même sens que la 
force Q'. ^nc les viteMcs «, »' sont dirigées , ainsi que les forces Q et Q' , 
de manière à faire tourner dans le même sens , autour du centre O, les deux points 
A et A'; ce qu’il était aisé de prévoir, Qütnt à la formule (8) , elle exprime que les 
vitesses des points A , A' sont proportionnelles aux plus courte* distances de ces 
point* à la droite U'O". 

Dans le monvement que nous venons de considérer , les vitesses des différents points 
du système invarialile ont entre elles lés mêmes relations que si , la droite O O' étant 
fixe , le système tournait autour do celte droite. On désigne pour cette râison la droite 
OCM sous le nom d'ua:* imtantané de rotation, et l’on nomme vitette angulaire du 
système la vitesse d’un point placé à l’unité de distance de cet axe. Si l’on représente 
par * cette vitesse angulaire , la vitesse d'un autre point A, situé à la distance , r. 
de l’axe O O', sera déterminée par la formule 


(g) »=r». 

Si nous n’avons pas examiné dans ce paragraphe le cas où un seul point du système 
invariable aurait une vitesse nulle, c’est que ce cas ne peut jamais se présenter quand ic 
système invariable a plus do deux dimensions. Supposons en effet que le point O ait 
une vitesse nulle; soit u la #itesse d’un autre point A clioisi arbitrairement, et 
appliquons à ce dernier point une force P dirigée suivant la droite^ A O. Le mo- 
ment virtuel ce cette force devra conserver la même valeur quand on transportera le 
point d’application de A en O. On aura en conséquence 

(>) 

et l'on en conclura 

(*) 


jPrtC0S(P)w) = O , 
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OU 

(5) co*(A^,w) = o, {P,«) = y.^ 

• » 

Dodc la vitesse du point A sera nulle ou perpendiculaire au rayon vecteur OA. 

Cela posé, soient A’, A' deux nouveaux points du système invariable tellement choisis 
que le plan A A' A' ne renferme pas le point O; et désignons pijc u', »' les 
vitesses des points A', A', Si les trois vitesses u, m', diCTèrenl de xéro , elles 
seront respectivement perpendiculaires aux trois rayons vecteurs OA, OA', OA“; 
et la vitesse u ne pourra être parallèle aux deux autres , puisque les trois rayons vec- 
teurs ne sont pas compris dans un même plan. Admettons, pour fixer Jes idées, que 
des deux vitesses u* la promièro u' ne soit pas parallèle à u. Les plans' 
menés paroles points A, A' perpendiculairement aux directions de ces vitesses se 
couporontsuivant un axe qui passera par lô point O; et, si l’on nomme C un se- 
cond point de cet axe , une force R appliquée an point C pourra être décomposée 
entrois autres forces Q, Q', Q' respectivement dirigées suivant les droites CA. 
CA'i C O. D’ailleurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force Q 
appliquée au point A , la force Q' au point A' , la force Q'" au point Q 
dont la vitesse est nulle , et alors la somme des moments virtuels de ces trois dernières 
forces se trouvera réduite au binôme 

/\ /V 

ÇuCOs(Ç,m) + Ç'm'cOS(Ç',»') , 

/S /S 

c’est-à-dire h zéro , puisque (Ç, «), seront évidemment deux angles droits. 

Donc la force R , équivalente au système des trois autres, devra elle-même fournir 
un moment virtuel nul; et, comme cette force est arbitraire en grandeur ainsi qu’en di- 
rection, il faudra nécessairement que la vitesse du point Ç auquel on la suppose 
appliquée se réduise à zéro. 

On peut donc allirmcrque, dans le mouvement d'un système invariable , quand la vi- 
tesse d’un point sc réduit à zéro, d’autres points ont pareillement des vitesses nulles. 
Dans ce cas , les relations qui existent entre les différentes vitesses sont celles qu’indique 
le théorème a. Alors aussi la vitesse d'un point pourra être complètement déterminée, 
non-sculémenl en grandeur , mais encore en direction , si l’on connaît les coordonnées 
de ce point, la direction de l’axe instantané de rotation , et le sens dans lequel le corps 
tourne autour de cet axe , avec la vitesse angulaire. En effet , soient , pour un instant 
donné, « cette dernière vitesse , \ . n , K les coordonnées d’un point O situé sur 

l’axe instantané de rotation , x,y,z les coordonnées d’un point A placé à la dis- 
tance y du même axe, •• la vitesse du point A, enfin et les 
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anpir» (juc formont nvrc Icj deini-B\p« des coordonnées positives, i.* In direction 
de la vitesse «. ».* l’axe instantané de rotation prolongé, il partir du point O, 

dans uno direction O O' telle (lUC la vitesse « produise autour do U O un 

inouvcnirnt de rotation de droite i gauche. Concevons d’ailleurs i|ue la vitesse ». 
soit représentée par une longueur A B portée sur sa direction h partir du point 
A , et la vitesse angulaire « par une autre longueur O C comptée ii partir du 
point i) dans la direction 0 0'.‘ On pourra « en prenant un point quelconque 
do l’espace pour ccutre des moments , oonstruirc ce que nous nommerons les 
tnomentt Uniaira d€4 viitMtê » ti » , c’est -ù> dire , les moments, linéaires de deux 


forces A B , Ot qui seraient représentées par les mêmes droites que ces vitesses. 
Cela posé, il est clair que , si l’on place le centre des moments au point A , la vi- 
tesse U, mesurée p.ir le produit m, et dirigée suivant un demi -a.xc perpendicu- 
laire au plan A OO' coïncidera en grandeur et en direction avec le niuiiieat linéaire 
de In vitesse angulaire «. Donc les projections algébriques de la vitesse » sur les 
axes coordonnés seront équivalentes aux projections algébriques du moment linéaire de 
In vitesse «, c’esl-b-diro, aux trois produits 

»[(a->)cos» - (î-«)cos|«l, »[{4-s)cüsXn(5-x)cflS»] , »[(Ç- j!)cosfit(»-/)cos*] • 


de sorte qu’on aura 

I ucosar=»[{ii-v)cosv-(i;-s)coS(»] , 

ucosp=»[(5-»)co8X-(Ç-®)cos»] , 

\ ucoS7=v[(|-s)casfs>(ii-:)')cos)i] . , 

Si le point O était l’origine même des coordonnées, les formules (lo) se réduiftient 
aux suivantes 


(il) •.co 8 a=-»(j'C 05 »-*cosp), ucos^=-«(scosli-ÆCos>)) »ieoS7=-*(irO')8(»-,vcoai). 

Lorsqu’un corps solido , retenu par un point fixe O , vient & se mouvoir , In vitesse 
de ce point étant toujours nulle, le corps, en -vertu de ce qui précède, ne peut que 
tourner h chaque instant autour d’un certain axe passant par le point dont il s'agit. Mais 
la position de cet axe varie en général d’un instant i l’autre dans le corps et dans l’es- 
pace. Cela posé, concevons qu’au bout du temps ( , l'axe instantané de rotation ren- 
contre aux points C et D la surlace décrite du ptrint O comme centre avec nn 
rajon équivalonl à l’unité. A cette époque, les points C , D , iitiiée aux deux extré- 
mités d’un même diamètre, seront les centra insUtntanit de relation de la surlàcu 
sphérique; ot il est. clair que par cbacuu de ces pointa on ponrru faire paaéér deux 
IL* AMfée. Il 
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cottue* traoée* sur la ràrface iph^ique de manière & comprendre , la première lo<u lea 
poilnis do corp * , et la leconde tous les poiati do l’espace, qui dcTiendront plus tard, è la 
place du point C m D, des centres inttontanés de rotation delà même surface. Ür, 
désignons par A le point du corps qui , au bout du temps deiiendra centre 

de rotation de la surface sphérique , è la place du point 6’; et nommons B le point 
de l’espace sur lequel, è cette époque, le point A viendra s’appliquer. Si l’on consi- 
dère AS comme un ioliniment polit do premier ordre , les arcs CA, CB, mesurés 
è partir du point C sur les doux courbes qui passent par ce point, seront en gépéral 
des infiniment petits du même ordre; mais l’arc jiB, que le point A sem obligé 
do parcourir avant do s’appliquer sur le point B , sera une quantité infiniment petite 
d’un ordre plus élevé. Car le rapport de ce dernier arc è l’instant At, on la vitesse 
moyenne du point A pondant cet instant, sera une quantité très-petite, attendu que 
le point A restera très-voisin du centre iiislanlané de rotation depuis la fin du ttunps 
I jusqu ’è la fin dn temps (.^At. Donc , à plus raison , la distance AB, com- 
prise entre les ektréuulés dos arcs CA , CB, sera une quantité infiniment petite d’un 
ordre supérieur au premier. 11 en résulte immédiatement , i.* que les deux courbes me- 
nées par le point C seront tangentes l’unli l’autre, a.* que des arcs correspondants, 
mesurés sur ces deux courbes è partir du point C , donneront pour différence, s’ils 
sont infiniment petits dn premier ordre, une cpiantité infiniment petite d'un ordre plus 
élevé; et, s'ils sont finis, une quantité infiniment petite, c'est-à-dire nulle. Soit as 
l’un de cos mêmes arcs , considéré comnlo accroissement d’un src fini s aboutissant 

nu point C, Si l’on désigne par « la limite du rapport , c’est-à-dire, si l'oa 
fait 


(>*), 


<ts 

~dî \ 


J exprimera tout à-(a-fois la vitesse avec laquelle chacun des centres instantanés de ro-. 
talion se déplace sur laAurface sphérique, et la vitesse avec laqoelle il lo déplace dans 
l'espace. Ajoutons que la courbe C A , entraînée par le mouvement de la siirlàce 
sphérique sur laquetté die est tracée, prendra successivement diverses positions, dans 
lesquelles elle se trouvera enveloppée par la courbe C B . 

Uu serait encore parvenu à des réaullaU du même genre, si U surfac* sphéciqne , au 
lieu d'avoir panr rayon l'unité de longueur., avait été décrite, du point O ooinme 
centre, avec sut rayon qnelçooque. Çela .peaé. on déduira sans peine des principe* ci- 
dessus établis la préposition ,saivanlo- 

S."* TutoalxE. Concevons qn'un corps solide, retenu par un point fixe, se meuve 
efune manière quelconque Autour de ce point. Supposons iCaiHeUrs qu’à un instam 
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<Umni on tract , i.* dans U eorpa, a.* dont Cetpace, U* diffirentet droite* avec UtqaaiUi 
eoineidera *ueeeuivement taxe intUintaiU de rotation. Tondit tfue la turface conique, 
qui aura pour géniratrio** le* droite* traeiet dan* U corp* totide , tara entraîné* pétr te 
mouvement du corp*, elle louchera con*tammenl la surface comque qui aura pour gé- 
nérairioe* le* droite* tracée* dan* (espace, et par conséquent la seconde lurfdea uetera 
autre chose que (enveloppe de la portion de (espace parcourue par la première, 

Adtneltona maintonant qu’une droUe m<Sbile , aaaujeUie h pauer par le point O , 
auire l’axe instantané d« rotation dam ae* poaitiona aiicceaaivea. La quantité », .dé- 
terminée par la formule (la) , repréaentera évidemment la viteaae angulaire avec laquelle 
cette droite tournera autour do point O en changeant de poaitioo , aoil dam le corpa, 
aoit dana l’eapace. 

Loraqu'une dea aurfacca coniquea mentionnéea dana le théorème S se réduit k une 
droite, on doit en dire autant de l’autre surface. Alors la quantité » s’évanouit, ut 
f'axc instantané de rotation conserve toujours la même position , non-seulemeut dam 
l'espace, mais encore dans le corpa solide. On peut donc énoncer le théorème suii^it. 

4-* TiiéoBÈae. Ix* mêmes choses étant potées que dan* le théorème 3 , si (axe ins- 
liintané de rotation devient fixe de position dans te corps solide, il sera fixe dans 
(espace, et réciproquement. 

On peut remarquer que la première partie du 4** théorème est évidente par elle même. 
Car , lorsque les mêmes points du corps se trouvent constamment sur l’axe de rotalibn , 
chacun de ces pointa a constamment une vitesse nulle, et demeure eH‘ conséquence im- 
mobile dons l’espace. 

n reste maintenant k faire connaître les rclatlom qui peuvent exister entre les vitesses 
des dilTérents points d’un système invariable ou ifun corps solido, quand toutes cos vi- 
tessca diDèrrnt de xéro. Pour j parvenir, nous commencerons par établir une proposition 
auxiliaire dont voici l’énoncé. 

5.* Tnéoaitae. Supposons que deux points matériels A, A' te meuvent dans ( es- 
pace ((une manière quelconque,, et qu’un observateur, placé sur te peisU A', dt- 
termine,pour tm instant donné, la vitesse apparente du point A, La vitesse absolue, 
de celui-ci sera représentée, mm- seulement en grandeur, mais encore eu direction, 
par la diagonale du parallélogramme construit sur la vitesse apparente, et sur une 
longueur égale et parallèle à la vitesse absolue du point A'. 

Démonstration, Rapportons les positions de tous les pointa de l'espace h trois axes 
fixes qui se coupent k angles droits: et désignons, au bout du temps I, par x,y, s 
les coordonnées du point A , par x', y' *' celles dn point A'. Soient, k la 
même époque , - ... • _ 


/ 


( 
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(i5) . — (j'— + — r')*-) 

In ditUnco de* [>oinls A , A' -, u, u' kurs ritefie* absoliioi, roprésvnté*» pnr d«i> 
longueurs AB, A' B' portées sur les directions de ces ritesses; et ». p , f', •/' 

les nngics que forment ces directions avec les demi-axes des coordonnées positives. Les 
projections algébriques des vitesses absolues u , u' seront 


(>4) 

dx 

• wCOSa^rr---, 
dt 

S,C0SP=--, 

dt 

«COS7=-, 

Cl 

. , 



(.5) 

, , dx' 

<>» cos a = , 

dt 

/ / ^y* 

" =7T’ 

, , dF 

« 1 » cosy i « 


Concevons d’ailleurs qu’un observateur, placé sur le point A', mesure il chaque instant 
le rayon vecteur r mené du point A' au point A, cl les angles formés parce 
rayi^ vecteur avec les demi -axes des coordonnées positives, ou plutôt avec trois demi- 
axes parallèles menés par le point A', Les angles dont il s’agit seront ceux dont le< 
cosinus sont équivalents aux trois fractions 


(iC) 




et l’observateur aura tous les élémonU nécessaires pour détermiaer, non pas le mouve- 
ment absolu du point A dans l'espace, mais le mouvement relatif ou apparent do ce 
point autour du point A' considéré comme Immobile, c’est-à-dire, i.* la courbe 
que le point A , vu du point A', scmlilera décrire, a.* l'iatensité et la dircclion 
de la vitesse apparente du point A , ou, ce qui revient au même, les trois quantités 

^ ~t — ’ 7t ■ Tt ' 


qui représoBteront les projections algébriques de la vitesse apparente. Cela posé , nd- 
iiiettons que l’on porlei partir du point A, cl sur l.v direction de sa vitesse apparente, une 
longueur AE. propre à représenter celte môme vitesse; puis, sur un demi-axe parallèle 
.à A' B' , une longueur A E = A’ B'. J,cs trois longueurs AB, AE, AF, 
étant projetées sur les axes des ®, y et z, donneront pour projections algébriques 
les quantités (l4)> 0*)>'('7)î > Comme les équations • • •* ■■ 

4y _dy' rf(.V-y') , à(t-i') 

dt di - dt ’ d! dt d( * 1 


dx dx' rf(»-*').> 

77 ~~~7T rft ’ 
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qui «ubiulent évidemment entre cet quantité* , sont entièrement icmblaklus aux équations 
qui ont lieu entre le* projection* al|iébriques de deux force* appliquée* il un point 
unique et de leur réaultante , on peut fllirnier que la première longueur sera la diaonnule 
du parallélogramme construit sur le* deux autres. 

Ce* principes étant établis , considérbns un système invariable AU un corps sulklc qui 
su meuve d’une manière quelconque dan* l’espace. Soient, au bout du temps t , (i 
la vitesse d’un point O choisi arbitrairement dans le corps solide, et <t, b, e le. 
angles formé* par la direction de la vitesse il avec les demi-axes des ' coordonnées 
positives. Concevons do plus qu’un observateur, placé au point O, doteriiiine le 
mouvement apparent du corps autour de ce point regardé comme immobile. Ce mou- 
vement apparent ne pourra être, en vertu de ce qui a été dit ci-dessus, qu’un mouve- 
meut de rotation autour d’un axe instantané passant par le point O. Soient 1, ji, , 
les angles que forme cet axe, prolongé à partir du point O dans une direction telle 
que le corps tourne autour do |ui de droite, à gauche , avec les demi-axes des coordon- 
nées jiositives; et désignons par « la vitesse angulaire du corps solide dans le mouvement 
de rotation apparent. Enfin , représentons toujours par x,y.; les coordonnées d’un 
point quelconque A de ce même, corps. Pour l’observateur placé nu point O, les 
projections algébriques de la vitesse apparente du point A seront respectivement 

(ig) »[(B-/)cos»-{5-»)cosfi] , »[(ï-r)co5t-(Ç-Æ)coiv], »[(5-ar)cosf»- (n-yj^osi] , 

Donc, en vertu du ibéorômeà, la vitesse absolue u du point A, et les angles 
a , p, 7 , que formera la direction de cette vitesse avec les demi-axes des coordonnées 
positives, seront déterminés par les équations 

I ùcosi = ^lcosa-^ V (y eos'/-(cosu) - »yco*» + vicosf» , 

... ' 

i • 

ucosp = Ocosé + *(t;co*li-|cos>} sa*evsX-f-««cos< , , 

, 

UCOS7 ^ ncoscs'» ftcosfi- Jicosl) - txcoiji+ «rcosX . 

. ■* 

Les valeurs précédentes de uepsa, »cos^, *>00*7, c’e.st-h-dire , les projections algé- 
briques de la vitesse absolue du point A .sont nécessairement, indépendantes de la 
position du point O, Elle* devront donc rMtér invariables, tandis qu’on fera varier 
le point ü, quelles que soient d’ailleurs tes valeurs attribuées aux coordonnées æ , 
y, s. Il en résulte que les cocnicienfa de ’ æ, /, s, dans les second* membres des 
équations (ao) , et par conséquent les trois produits 

(4l) »COsX, «COSfi, ' aCOSv 

’l 

ne changeront pu de valeurs , si l’on remplace le point 0 par un autre. Donc , au 
bout d’un temps quelconque (, la vitesse angulaire «, et les angles X, , y , 
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ÿu» déttrminokt ta dirteti»» da Caxt mttantané dans la movuimaaat éa ratasâm appa- 
rent, sent dos quantités indépandantes de Ut'pœision de l'obserealeun La prenH^rr d<- 
ces quantités est es que noos nommerons U viiissa instantanés de rolatioa du corps 
solide. 

Supposons II présent quo le point O coïncide , au bout du temps t, arec l'ori^'m* 
même dos coos'duuoées. On aura , dans ce cas , S = o, a = o, i = o, et les lorniiilus 
(so) SC réduiroot h - • 

I ucosa = tlcoja-«(^casv-roo8ft) , 

•icos^=3ncosé-«(zces)i-ir<os>) . 

ucos7 = ueosc-*(«cos(i-j'cost) . 

Soient d’ailleurs j, A les angles que forment les directions des rilestcs u, u arec 
la direction de Taxe instantané de rotation. On aura éviderainent 

(ïÔ) . C0s} = COSaC0SX-|-C08^C0Sp + COSYC08v , 

(ïé) cosA = cosacos\ + cosécos a -}-cosccos» , 

et l'on tirera des formules (as), respectivement multipliées par cosl, cosp, cos> , 

• • • 

(îS) ucosd = ncosA. 

(jette dernière équation prouveqne laviteueabsolued'unpointqueleonque A ducorps 
solide , étant projetée sur la direction d'un axe instântané de rotation, fournit une pro- 
jection constante, c’est-à-dire indépendante de lapatUien du point A. On en con- 
clut que la vitesse » obtiendra la plus petite valeur possible, lorsque sa direction 
sera parallèle è celle des axes do rotation. Or , cette condition sera remplie , quand les 
coordonnées x, y , z vérifieront U formule 


(sf.) 


ncosa- « (j'cosv-scosfi) (lcosè>«(:cosÀ-xcos>] iicosc-»(æcos{i>^osl) . 


cosX cosp / 

. * 

c|iic l’on peyt remplacer par les équations 

ftcoia-»(j'Coiv-£Cosp) e= trcosA.cosX , 


(ï?) 


ftCOlè-»(»COSl-*COS») =ftCOSA.COSii , 
nco5«-v(xcosfi-7cotx) = acos a.cosv, 
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el qui reprééaote une droite doot chaque point eet «oinié d’une viteasc dirigét suivant 
l'axe insUntané de rotation que Aiumifail le mooTenient apparent autour de ce point. La 
droite dont il s'agit ici ost ce que nous appellerons Caxe itutantanà de rotation du corp» 
solide, et la vitesse de chacun des points situes sur cet axe sera la vitesse inslant<tHce 
de translation du mime corps. Dordnavont nous désignerons par « cutlc dernière 
vitesse. Si l’axe instantané de rotation du corps solide passait , non par le point {x,y, :), 
mais par le point [i, i\, C), on aurait nécessairement , dans la formule (a 5 ] , 

(28) n = u, cosA = ±’i; 

et la vitesse u d’un point (x, y , :} , situé boas de l’axe instantané, vériCerait l’é' 

quation 

(39) uCDsj = di:u, 

le double signe ± devant être réduit tantôt au signe 1 tantôt au signe — . 
selon que le mouvement de rotation s’exécuterait de droite à gauche , ou de gauche b 
droite , autour de l’axe instantané prolongé dons ic sens de la vitesse u . 

b 

On pourrait au reste établir , tans calcul , la plupart des résultats que nous venons < 

d’énoncer, b l’aide des considérations suivantes. , 

Soient 00 ' l’axe instantané de rotation que fournit, au bout du temps (, lu 
mouvement apparent du corps autour d’un point donné O. Pour déterminer en gran- 
deur et en direction la vitesse absolue d’un point A situé hors de cet axe, il suflira 
[voyez le théorème 5 ] de chercher la diagonale du parallélogramme construit sur la 
vitesse apparente du point A , et sur une droite égale et parallèle è la vitesse du point 
O. Il on résulte, i.° que tous les pointa situés sur une droite parallèle à l’axe O O' 

.seront animés de la même vitesse absolue , x.* que la diroction de cette vitesse absolue 
sera parallèle è l’axe O O', et dirigée suinot la droite eile-méme, si cèlte droite s 
été choisie de manière que la vitesse apparente do chacun do ses points soit égale et pa- 
rallèle b la projection de la vitesse absolue du point O sur un plan perpendiculaire b 
l’axe O O', mais dirigée en sens inverse. • 

Il suit encore de ces considérationaqua tes vitesses abaokies de tous les points du corps 
solide , hu bout du temps t , seront complètement déterminées , quand on connaîtra 
la position de l’axe instantané de rotation de ce mémo corps , ainsi que les deux vitesses 
instantanées de rotation et de translation. Celte remarque entraîne évidemment la pro- 
position suivante. 

6.* Tnloaxai. Quelle que soit la nature du mouvement d'un corpssolide , les relations 
existantes entre les diffirenls points seront toujours celles qui auraient lieu , si le corps 
liait retenu de màniire à pouvoir seedement tourner autour cfiun axe jaee, et giisser le 
long de eet axe. 1 
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Si, i>t)ur fixer Icx iilécs, on suppoM que l’axe intUnUnà do rotation poxxe, nu bout 
du lrmp< I, pur le point dont les coordonnées (ont V.k.K. on déduira faciirment 
des équations (ao) la grandeur et la direction de lo ïilesse s. d’un autre point choisi 

arbiirnirrmrnt dans le corps solide, et correspondant aux coordonm^s Kn 

elTel , pour y parvenir , il sulfira do poser, dans les formules (ao) , il = , ot de plus 

(50) oosn — cosi, cosé = cofp, cosc = cos», 

ou bien * 

(51) cosa = — cosJi , cos6 = — cosp , cosc = — cos». 


suivant que le mouveinonl do rotation du corps solide s'cfloctuera de droite à gauche, 
nu. de gauclic b droite , autour de l’axe instantané do rotation prolongé dans la direction 
de la vitesse u. Par conséquent on trouvera, dans la première supposition, 

/ wcosa*=vcosi + »[(u-_j')cos»-(i:-î)cosfi] , • • 

(3a) l •‘COsp=eco8ft+»[{i;-j)co5i-{Ç-*}cof.] , 

\ s*cos7 = »co5»+»[(Ç.j;)co5’a-{a-y)cos>] ; 

ut dans la seconde 


(33) 


wCO5* = - JCOS>+»[fa-J')cO5»-(l;-ï)C0S(i] , 
wcos? = -«cosp+»[(i;-i)co8)i-({-x)cos»] , 
- ucos7=r-vcosv-|-»[(f-æ)coap-(i!-/)cosl] . 


Lorsipie I axe instantané de rotation du corps solide passe par l’origine même des coor- 
données , en peut remplacer par réro chacune des trois quantité.s Ç , >i , < , dans les 
foruiulcs (5ï) ou (35) , dont les* trois premières ae réduisent 4 

, wcôsx=:uco$l- »/co»v + « X cosj» , 

(34) I ù»C0Sp=:uC0»fi-Jr2C0Si+ K^COSV , 

. • \ itcos7=xucosv"Varcos^ + ; 

Pi Ic9 Irois dernières k . • 

I b ) cos et = - V COSX • C 09 V + V 2 C 09 }i * 

uCosp = -ucospi-»scosX-<-«xcos> , 
wcos7 = - vcos* ■ »*co5p+»/eos). . 

Pana les équations (54) et (35) , ainsi que dans les formules (sq) , (3«J ut (33) , » dé- 

signe la vitesse instantanée de translation du corps solide. 
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Lorsque ta quantité », c’est-it-dirc, la ritcsse insUnlanéo de rotation du corps solide 
se réduit & zéro , on tire des formules (3i) ou (33) 


(36) 


( 3 ;) 


cosa 

cosX 


COB^ cos-/ 

cos^ cos> 


I . 


Donc alors tous les points du corps solide ont des vitesses égales et parallèles , comme 
si le corps était assujetti de manière à pouvoir seulement glisser le long d’un axe fisc , 
sans tourner autour de cet axe. 

Nous terminerons cet article en indiquant quelques propriétés remarquables de l'iixc 
instantané de rotation d’un corps solide. Soit OU' la direction de cet axe au bout du 
temps t. Il est clair qu'il Celte époque on pourra faire passer par Taxe U O' deux 
surfaces réglées conslriiiles de manière è comprendre toutes les droites , tracées 
dans le corps ou dans l’espace, qui deviendront plu» lard des axes instantanés de rota- 
tion. Cela posé , soient AA', li B' deux droites correspondantes, comprises d.vns les 
deux aiirrurcs, en sorte que la droite AA' doive s'appliquer sur la droite BW', eu 
devenant un axe de rotation du corps solide, à la fin du temps Adiiielloiis 

d'ailleurs, i.° qu’un phin mené par le point O pcrpcndicularrenienti l’a.xc OU' roii- 
conlrc la droite AA' au point A, et la droite B B' nu point B', s.* que 
B soit le point de la seconde droite avec lequel lu point A coïncidera . quand la 
première droite s’appliquera sur la seconde. Enfin soit D la projection du point B 
sur le plan OA B'. Si l’on considère it comme un infiniment petit du premier 
ordre , la distance B B' cl les arcs OA, OB', mesuré» à partir du point O sur 
le» deux courbes d’intersection du plan OA B' avec les deux surfaces réglées , seront 
en général des infiniment petits du même ordre. Mais In distance 1)B' , et l’arc Al) 
que la projection du point A sur le plan OA B' sera obligée de parcourir avant 
du s’appliquer sur le point D, seront des quantités infiniment petites d'un ordre plus 
élevé. En elTct, comme la longueur B B' sera mesurée sur une droite sensiblement 
perpendiculaire au plan dont il s'agit , le rapport de la projection D B' à BJi' sera 
très-petit; cl l’on pourra en dire autant du rapport entre Eai-c A ü et l'instant at, 
attendu que ce dernier rapport représente une moyenne entre les diverses valeurs que 
reçoit la projeetion du la vitesse (lu point A sur le plan OA B', depuis la fin du 
temps t jiisqu’è la fin du temps l-f-it, et que cette pro'p'ction reste évidemment 
très-petite pendant l'instant it. Si l’on conservait quelques doutes à cet égard, il 

lI.'AXXta. 19 
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sulUrait d’observer que la projociion de U vitesse du puitit A est la diagonale d'un 
parallélogramme construit sur deux côtés, qui rosteot trè«'|>eths l'un et l’iMitre pendant 
l’instant A(, et qui représentent, j.* la projection do la vitesse de translation du 
corps solide sur le plan OA B' sensiblem^t perpendiculaire h la direction de cette 
vitesse , s.* la projection sur le même plan de la vitesse apparente qu’attribuerait au 
point A un observateur placé en un point de l’axe instantané de rotation. Donc l’arc 
AU, la distance D B' , la somme des longueurs AD, ÜB\ et, à plus forte 
raison, la distance AB' seront des quantités infiniment petites d’un ordre supérieur 
au premier. Il est aisé d’en conclure, 1.* que les deux arcs de courbes OA, OB' seront 
tangents l’un & l’autre, 2.* que les deux surfaces réglées se toucheront suivant la droite 
00' , et que la première surface, entraînée par le mouvement du corps, prendra 
successivement diverses positions dans lesquelles cHe se trouvera enveloppée par la se- 
conde. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

7. * Tiiéox£iE. Conetvon» qu'un eorpt solid» te meuve d’une maniire quelconque 
dans l’espace, et qu’à un instant donné on trace, 1.' dans le corps, 2.° dans l’espace. 
Us differentes droites avec lesquelles coïncidera successivement taxe instantané de ro- 
tation de ce corps solide. Tandis que la surface réglée, qui aura pour génératrices les 
droites tracées dans U corps , sera entraînée par le mouvement de eelui-ci , elle touchera 
constamment la surface réglée qui aura pour génératrices les droites tracées dans l’es- 
pace , et par conséquent la seconde surface ne sera autre chose que l’enveloppe de la 
portion de Cespace parcourue par la première. 

Lorsqu’une des surfaces réglées se rédnit h une droite, on doit en dire autant de 
l’aulro surface. Alors l’axe instantané conserve toujours la même position , non- seulement 
dans l’espace , mais aussi dans le corps solide. On peut donc énoncer encore le théorème 
suivant. ' ■ ' 

8. * TiiiôaÊME. Les mimes choses étant potées que dans le 7.* théorème, si Casas ins- 
tantani de rotation du corps solide devient fisee de position datte le corps, il sera fisse 
liane l’espace; et réciproquement. 

11 importe d’observer que la première partie du 8.* théorème est évidente. Car, si 
l’axe instantané de rotation coïncide , pendant toute ta durée du moment , avec une seule 
des droites que l’on peut tracer dans le corps; cette droite, étant constamment animée 
en ses divers points do vitesses dirigée* suivant elle-mênie , occupera toujours dons l’es- 
paoe la même place. 
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SUR LES DIVERSES PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION 



I/intégralc définie 



que M. Legendre a désignée par la notation r (æ) , et qu’il a nommée inlégralo £ulé> 
rienne de icconde espèce, jouit, comme l'on sait, de’plusieurs propriétés remarquables. 
Ainsi , par exemple , en désignant par n un nombre entier , et par x une quantité 
positive, on a généralement 

(») r(») = I. 2.3... (n — i), (3) r(x + n) =«(* -j- i),.. (x-j* n — i)f(x). 


et , en supposant x <C l , 

( 4 ) 


r(x)r(i— xj = 


it 

atoirx 


A ces foraiate's, que rappelées danale résumé dos Leçon* donnée* à l’École ro^^li; 
polytechnique, et donMe* deux dernières entraînent les équations 

(5) r(x4-0 = »r(»). (6) W ï'("+T)~T'r 

on doit joindre encore les suivantes 


(#) 

r(x) = (sv)'« 

■« («+•). 

ei 



(9) 

r(xjr(I+«)r(I+x).,. 


r (nx) 

— ' 


Dans l’équation (8) , qui a été donnée par M. Laplacc^ et qui coïncide , peur des valeurs 
entières de te, avec la formule (i3a) du Mémoire sur les intégrales définies prises 
entre des limites imaginaires , t désigne un nombre d'autant plils petit que la valeur 
de X est plu* considérable. Quant à la formule (g) , H. Legendre l’a établie, dans se* 
Exercices de calcul intégral , à l’aide d’une inlégralioa double , et en s’appuyant sur les 
propriétés de la fonction 
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d>n (i+x) ' 

• ■ - , • ■ dx’ . 

.l'observerai ici que la même formule pourrait dire déduite dea équations (5) et (8). 
lin cITct, il résulte évidemment de l’équalion ( 5 ) que le premier membre de la formule 
(9) ne varie pas quand on fait croître la valeur do x do l’unité. Donc ce premier 
membre ne variera pas non plus’, si l’on ajoute b la valeur, do x autant ePunités que 
l’on voudra , et si l’on fait croître x . par ce moven au-delà de toute limite. Or. quand 
l.n variable x devient infinie . * s’évanouit dans l’équation (8) , en vertu do laquelle 
le premier membre de la formule (9) se réduit à 


D’ailleurs, si l’on fait, pour abréger, 

ej , si l'on a égard à la formule * 

(>'*) l(.+.nL)=Jl_e,e., 

V BX y MX 

on trouvera , pour des valeurs infinies de x, * 

En substituant la valeur précédente de />. dans l’expression (10), on obtiendra pour 
résultat le seebnd membre de la formule (9). , • * 

>ious terminerons cet article en faisant ob8crve?*que , pour étendre les équations (5) , 
(4)„ etc... , au cas o!i la variable x ^ prend une valeur quelconque, positive ou né- 
gative, il suffit de resnplacer la fupraulo r(a:) ‘e ■’dx par la formule (16) 

de la page 60 du premier volume. Alors, si l’on pose successivement 

a:=;— r, x = -~r — i ,_ * = — r — a; — ^ 

r désignant une qiianlité positive et plus petite que l'unité , on aqra 

(. 4 ) f r(_r_.)zLy]'lZ^d’a,. ete. 

ol scncTciloTncnt- . . . : 

^ a. V ^ ^ . V* • * » . r 
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SUR LES MOMENTS D’INERTIE. 


Coniidérons an (jslème de poinU matérieU dont les masses soient respectivement 

m, m', m" et représentons par r, r', r’ les distances de ces points !t un 

certain axe O O', La somme 

mr* + mV'* + m'r*’ •+• etc... . 

que nous désignerons, pour abréger, par la notation 

*• imr*, 

sera ce qu’on nomme le moment iCiTurtU du système par rapport è l’axe OU', M. Binet 
a proposé d'étendre la même dénomination an cas où l'on suppose que r , r', r*. . . . 
représentent les distances des points matériels à un plan fixe , et d’admettre qbe , dans 
cette supposition , imr' est le moment d’inertie du système par rapport an plan dont 
il s’agit. De plus, il a prouvé qu’on pent toujours construire, autour d’un point donné, 
un ellipsoïde dont ce point soit le centre , et dont chaque diamètre soit équivalent nu 
au double de la racine carrée du moment d’inertie du système par rapport au plan con- 
jugué è ce diamètre. Nous allons faire voir, dans cet article, que les moments d’inertie 
du système, par rapport è diOiérents axes menés par un même point, peovènt être faci- 
lement déterminés , à l’aide d’un second ellipsoïde dont la construction fournit le moyen 
le plus simple do comparer entre eux ces moments d’inertie, et d’établir l’existence des 
trois droites désignées sous le nom i’axet principaux. 

Soient /S, A', etc... les dilTérents pointa matériels dont les masses ont été repré- 
sentées par m, m', m'.Mi et ' ' 

(0 = ';i- . 

le moment d’inertie du système des points pne rapport k l’ate OO'- 

passant par le point O . Prenons ce dernier point pour origine des coordonnées , ét 
désignons par x, y, s les coordonnées rectaogokires de la masse m. Soient 

enfin s le rayon vecteur UA , t qurf-forme ce rayon tectenr avec l’axe O O' pro- 
, kmgé dans une certaine direction , et X, p, v les angles fertnés par'celui-ci aisic^les 
demi-axes des coordonnées positives. On aura évidemment ' . ' '-a ' -4 

11.* Axais. <3 
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(s) r = »»ini, ( 5 ) «• = **4-jr*4-î*. 

De plui , comme le« angloi compri* entre le rayon Tecleur * et le* demi - axes des 
coordonnées positives auront pour cosinus les rapports 

0 7 X 

T’ T’ T' 

on trouvera encore 

9 y S 

, (4) cosî = — cosX + Y co8f» + — cos», 

et par suite 

(5) »coa# = a:coaX4*J'c®*/‘ + *c®*’'! 
puis l’on en conclura 

(6) r*=»*sin*é=s*-s>cos*4=®’+jr*+x*.(itco8X+yC08p+soos»)* 

= (/cos»-scosfi)* + (»cosX-®eo8»)*+(®co8»-ycosX)*. 

11 est bon d'observer que l’équation (6) peut être remplacée par l'une quelconque dos 
doux suivantes 

(;) r*=a*sin'X'fjr*sia*p'fs’sin*»- ayscospcosv-asooosycoiX^axjrcosXoos^ , 

(8) r»=r(jf»+ï*)co8’X+(j’+at*)cos>+(«*+j'*)oos*»-aj'îcoij»cos»-a*®co8>co»l-»*/oosXoo»fi. 
Cela posé, si l'on fait, pour abréger. 


( 9 ) 

A=zxm{y‘ + s') , 

£ = lm(s’ + *’) , 

C = îm (*• +7’) ! 

(10) 

D =imyz. 

B — imzx, 

F = tmxy i 

(*0 

G = îm®* , 

H='imy' , 

lz= 2 mz' ; 


on tirera do la formule (i), combinée avec l’équation (7) ou (8), 

0 

fil) JC = ,doos*X-l-£co8’ft'f Cooa»»-aDcotf>cos»>a£cai»cosX - iFoosXcos)», 

a • 

OU 

(i3) X = CsiD*X-(-0sia*(x-l-/8to*»- aDcos(iCOSv-i£cosvOosl- iFcosXcospi. 

Ajoutons que les quantités A, B, C , déterminées par les formules (g) , sont préci- 
sément les iboments d’inertie ceialüii aux axes des x, y et z. 
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Concerons h présent que l'on désigne par x, y, i les coordonnées d'un point O' 
choisi arhitrairement sur l'axe 00^ , et par k la longueur O O'. On aura évi- 
demment 

(i4) v'(x* + y*+x‘) , 


(.5) 


costl COSfl OOSv ’ 


et J en substituant dans l'équation (ta) les valeurs de Cos>, cospi, cosv tirées de la 
formule (i5)> on trouvera 


(i6) Ax’ -{• Bj' + Cl' — iDjt — iExx — *Fxj~Kh*. 


Supposons de plus que l'axe O O' vienne à se mouvoir , en tournant autour du point 
O. et que, pendant ce mouvement, la longueur 00'=zk varie de manière à Aire 
constamment représentée par une certaine fonction du moment d’inertie K, Ce mo- 
ment d’inertie pourra lui-méme s’exprimer en fonction de la distance 

Ar = V/(x*4-y + i*) , 


et le point O' décrira évidemment une surface courbe , dont la construction fera 
connaître la dépendance qui existe entre la valeur de K et la direction de l’axe 00'. 
Observons d'ailleurs que cette surface courbe sera représentée par l’équation (i 6 ), 
quand on y considérera k ei K comme des fonctions des coordonnées x , y , z 
devenues variables. 

Parmi les düTérentes relations qu’on peut établir entre les quantités k et K, l’une 
de celles qui ramènent l'équatiou (| 6 ) aux formes les plus simplés consiste è supposer 
la longueur h réciproquement proportionnelle è la racine carrée du moment d'inertie 
K. Ën effet , si , pour fixer les idées , on prend 

( 17 ) , ou Kk»r=\ . 
l'équation (iG) deviendra 

(18) Ax' By — xD'^z — xExx — xPxj=\. 

La surface , représentée par cette dernière équation , est évidemmeDt une surface du se- 
cond degré , qui a pour centre l’origine même des coordonnées. De plut , comme le mo- 
ment d’inertie K , uniquement composé de termes positifs , ne t'évanouira jamais , è 


Digitized by Google 



( 9 ^ ) 

moios que tous les points matériels donnés ne soient situés sur une même droite , et 
qu'en conséquence la longueur k conservera généralement , pour toutes les positions 
de l'axe OU', une valeur finie; il est clair que la surface (i8) sera un ellipsoïde. On 
peut donc énoncer la proposition suivante. 

I.** Tnéoaêna. ContûUroni un tytUmt^ueleonque de pointe tnaUrieit A, A', etc., 
et tuppotont qu’aprèt avoir mené par un point O prie à volonté dant l'etpaee ime 
infinité d’axes , on détermine les divers moments tC inertie du système par rapport à 
cet mêmes axes. Si, à partir du point O, Con porte sur chaque axe une longueur 
numériquement équivalente à l'unité divisée par la racine carrée du moment d'inertie 
correspondant, les extrémités des diverses longueurs seront comprises dans la surface 
d'.un ellipsoïde dont le point O sera le centre. 

Si tous les points matériels du système que l’on considère étaient situés sur un même 
axe , le moment d’inertie relatif à cet axe deviendrait nul, et la longueur correspondante 
serait infinie ; d’oü il résulte que l’eUipsoïde se transformerait en une surface cylindrique. 

Observons maintenant que, la direction des axes coordonnés étant arbitraire, on 
pourra toujours faire coïncider ces axes avec ceux de l’ellipsoïde représenté par l’équa- 
tion (18). Alors les produits jrt, SX, xjr devront disparaître, ou, en d'antres termes, 
les coeflicients D , E , F devront s’évanouir. On peut donc faire passer par le 
point O trois axes rectangulaires et tellement choisis qu’en les prenant pour axes 
coordonnés on ait à-la-fois 

(19) imyz = o , imzx = o, imxy=zo. 

Ces trois axes sont ceux qu’on a nommés les axes principaux du système relatifs au 
point O, On appelle moments d'inertie principaux ceux qui se rapportent à ces 
mêmes axes. Comme, en vertu de l’équation (17), la valeur de K augmente, tandis 
que la longueur k diminue, et réciproquement, il est clair que l’nn des moments d'i- 
nertie, savoir, celui qui correspondra au grand axe de l’ellipsoïde, sera le moment d’inertie 
mïnïmufn, tandis qu’un autre, savoir, celui qui correspondra au petit axe de l’ellipsoïde, 
sera le moment d’inertie maximum. 

Lorsque l’ellipsoïde est de révolution , il existe une infinité de systèmes d’axes rec- 
tangulaires pour lesquels les conditions (19) se trouvent vérifiées. En d’autres termes, il 
existe une infinité de systèmes d’axes principaux. Chacun de ces systèmes se compose 
I.* de l’axe de révolution, a.* de deux autres axes qui passent par le centre de l’ellipsode 
et te coupent à angles droits dans le plan de ton équateur. Alors aussi deux moments 
d’inortie relatifs à des droites qui forment le même angle avec l’axe de révolution sont 
nécessairement égaux entre eux. 
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Lorsque l'ellipsoïde se transforme on une surface cylindrique , celte dernière est tou- 
jours une surface do révolution , et l’on rentre dans le cas que nous venons d’examiner. 
Seulement l’un des moments d’inertie principaux t’évanouit. > 

Lorsque l’ellipsoïde se réduit k une sphère, les conditions (ig) se trouvent vérifiées 
pour tout système de trois axes rectangulaires passant par l’origine. Trois axes de cette 
espèce, pris au hasard, forment donc alors un système d’axes principaux. De plus, tous 
les moments d’inertie deviennent égaux entre eux. 

En faisant coïncider les axes coordonnés avec les axes principaux, on simplifie les 
Quations (ta), (i3), (>8). puisqu’alors les coeflicients D, E, F s’évanouissent; 
et l’on obtient immédiatement les formules 


(ao) 

(ai) 

(aa) 




if = COS’X + ^ COS*» , 

if=Csin’k-^iïsin’(»+/sin*», 


dans lesquelles A, B , C désignent les trois moments d’inertie principaux. La formule 
(ao) sert k exprimer le moment d’inertie relatif k un axe quelconque passant par un 
point donné O, en fonction des moments d’inertie principaux, et dos angles ft,|<,» 
que forme Taxe dont il s’agit avec les axes principaux. 

Dans le cas on les axes principaux ne coïncident pas avec ceux des a:, ^ et z. leurs 
directions, ainsi que tes valeurs des moments d’inertie principaux, peuvent être faci- 
lement déterminées. En effet, dans l’ellipsoïde représenté par l’équation (i8) , le rayon 
vecteur, mené du centre au point (x, y, z)‘, devient normal k la surface, quand les 
coordonnées x , y , z vérifient la formule 


(*5) 


Ài-Fj- El Bj-Di-Fx Cl- El- Dy 


D’aillenrs on âre de cette formule combinée avec les équations (|5) et (ta) 

JooiX-Fcotii-Ecotv Beoiji-Dcon-FeoiX Ccos»-£cosX-Dcosp j 

cosX cos;t . cos» 

eu,, ce qui revient au même, 

(K — A)co»X + Feot/t-i- Eco»» = o , 

(,5) FcosX-(-(lC — il)cosp-f Deos» = o, 

£co»X4-Dcosp+ (X — C)cos» = oj 




d 



Lin— 
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et par su!le 

(i6) {K—A){K~-B)[K—C)-~D‘{K‘^A) — E'{K-^B)—P>[K—C)*tDEF=o. 

(kla poté , lea Iroia valeura de K, propres è rérifier l’équation (a6), seront évidemment 
les trois moments d'inertie relatifs aux axes do l'elliptoïde (i8), c’est-k-diro, les mo- 
ments d’inertie principaux. De plus, k chacun de ces moments correspondront deux sys- 
tèmes de valeurs des angles X, p, s, déterminés par les équations (a5) réunies k la 
suivante 

(ay) co8”X-l-coa*p-t-cos’»= I , 

ou. ce qui revient au même, pour la formule ^ ^ 

I cosX eosp COSy 

(K-B)[K-C)~D' ~~ {K-C){K-A)-E' ~ ~ 

■ 

=*= V' I [(& - fl) (K - C) - D’? +[{K-C){&- 4- £■ ]• -s L(K - J) {K- B). F’ ]•[ ' = 

et il est clair que oes deux systèmes indiqueront les deux directions suivant lesquelles on 
peut prolonger, à partir de l’origine, l’un des axes de l’ellipsoïde , c’est-k-dire, l'uo des 
axes principaux. 

L’équation (sC) est une de celles que Lagrange avait rencontrées dans ses recberchcs 
sur 1e mouvement de rotation d’un corps solide. Cet illustre géomètre avait démontré 
que les trois racines de l’équation dont il s’agit sont toujours réelles. Mais M. Binet a 
prouvé le premier que ces racines étaient précisément les moments d’inertie princi- 
paux. 

Supposons maintenant que l’on veuille déterminer le moment d'inertie du système 
des points matériels A , A ', ... par rapport k un axe , qui forme toujours avec ceux 
des X , y, t les angles t , f, , v , mais qui passe par un point C distinct de l’o- 
rigine. Soient d’ailleurs fK! ce moment d’inertie ; a , b, c les coordonnées du point 
(' ; fl et ^ les distances respectives de l’origioc O et du point A au nouvel 

axe; M la somme des masses m, m', ; enfin s, i; les coordonnées du 

centre de gravité du système des points A , A' ... On aura 

(29) . DC=ïHn^il’: 

De plus, pour déduire la distance de la distance r déterminée par l’équation 

(G), il suILra évidemment de transporter l’origine au poipi {a, b, c), et de rem- 
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plaur en coQséqveoCfi x,y,» par 9 — a,y-—b,t — c. On aura donc encore 
(3o) ^• = (a-a)’+(jr-i)’+(*-c)’-[a'Coai+/coa(i+*co»» - (aco»X+ico5/i + cos*)]* , 

et Ton en conclnra , on rédaisant z , 7 et z k léro , 

(5i) = + — (aooal+ ^coifi + ecoa»)*. • 

On trouvera par suite 

(3a) ^>=r’+jR*-a[a*+éj'+cj-(BCOsX + icosji+cco8*)(zcos)i+ycoS(«+»cosï)]. 
puis , en ayant égard aux équations 

(35) îmz = lfï, îm7 = Afa, in»î = Jf(:, 

on tirera des formules (>9) et (St) 

(34) X = J£+ Jf Jl’-aJf[aÇ+éa + <;C- (acosX+écoi{t-t-ecoi>)(;cosX+aCOS|i-»'(oosv)]. 

Si l’on fait coïncider l’origine arec le centre de gravité du système des points A , A', 
etc.... (, s, C s'évanouiront , et l’équation (54) donnera simplement 

(55) X = A: + Jf/Î*. 

Cetto dernière formule comprend un théorème dont voici l’énoncé. 

a.' TaéoaBUB. Pottr obtenir le moment d'inertie <Cun eyttème de pointe matérieU 
par rapport à un axe quelconque , il eaffU (Cajouter, au moment <f inertie relatif à un 
axe parallile paeeant par le centre de gravité, la eomme des musses des différente pointe 
multipliée par le carré de la distance entre les deux axes. 

Les théorèmes 1 et a s’étendent au cas même oh le nombre des points matériels A, 
A,... devient infini , et où le système de cas points te traBtforne en un corps solide. 
Lorsque le corps est homogène , et qu’un plan , mené par le point O, divise le corps 
en deux parties symétriques, ce plan rettferme évidemment deux axes de l’ellipsoïde repré- 
senté par l’équation (18) , et par conséquent deux des axes principaux relatifs an point 
O . De cette remarque on déduit inaméÆatemeat la proposition suivante. 

3.' THâoaiNB. Lorsque, par le centre de gravité d’un corps solide et homogène, on 
peut mener trois plans, dont ekaeun divise ie corps en deux parties symétriques, tes 
droites tfinterseetion de ces mêmes plans sont précisémetst les axes principaux rrlatifs 
au centre de gravité. 1 
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Ainsi , par exemple , dans un parallAlipipède rectangle et un ellipsoïde homogènes , les 
axes principaux relatifs au centre coïncident arec les droites menées par le centre paral- 
lèlement aux arêtes , ou avec les axes de l'ellipsoïde. 

Quand on so propose d’évaluer le moment d’inertie d’un corps solide homogène , le 
moyen le plus simple est d’employer la formule (si), et d^détorminer les constantes 
C, H , I , à l’aide do la division do corps solide en tranohes infiniment minces, com- 
prises entre desiplans parallèles aux plans coordonnés. Ainsi, en particulier, pour dé- 
terminer la constante 

G = îmx*, 

ou le moment d’inertie do corps solide relatif au plan des y', z, on cherchera d'abord 
le moment d'inertie d’une tranche très -mince du même corps, renfermée entre deux 
plans perpendiculaires è l’axe des æ, et correspondants aux deux abscisses z, x-|-ax. 
Soil ü l’aire de la section faite par le premier de ces deux plant dans le corps solide, 
et i la densité du corps. La masse de la tranche dont il s’agit, et son moment d'i- 
nertie par rapport au plan des y , : seront exprimés par deux produits de la forme 

(3G) (i±i)^f7Ax, (Ô 7 ) (1 d: <)p{/x*ax , 

( désignant un nombre qui s’évanouira toujours avec Ax , et qui pourra changer de 
valeur quand on passera du premier produit au second. Cela posé , si l’on divise le corps 
en un très-grand nombre de tranches semblables è celle que nous venons de considérer, 
on trouvera pour la somme des moments d’inertie de toutes ces tranches 

(58) C = ï (1 ± «)p t'x’ Ax , 

le signe £ te rapportant onx diverses valeurs de Ax; puis, en faisant converger 
chacune de ces valeurs vers zéro, et passant aux limites, on obtiendra l’équation 

(3q) C= Ç^’füx'dx, 

Dans la formule (3g) , x. et x, représentent la plus petite et la plus grande des 
valeurs de l’abscisse x. Cette formule s’étend au cas même où la densité p devient 
variable avec l’abscisse x; et , quand le corps est homogène, elle se réduit è 

G = o r ‘ V x'dx. On trouvera de la même manière 
J K. a 

/f = p f-'yy'dy, 

^ y* 

/ = P f * fr Z' (iz ; 
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pourvu «|ue l'on détigne par y, et y, la plut petite et la plu» grande de» valeurs de y 
relatives aux divers poiols^u corps solide, plir et la plus petite et la plu» grande 
des valeurs du 2 . enfin par ^ et les aires de deux sections faites dans le corps 
pur des plans perpeiidiculairos aux axe* des ^.ot z, et correspondants le premier ti 
l’ordiinnéu y, le second II l’ordonnAe ,2.* * 

Pour montrer une application des formules (ai) et (1)0) , concevons que le corps solide 
soit un parallélipipède rectangle et homogène, dont le centre coïncide avec l'origine, et 
dont les arOtîs soient parallèles aux axes des x,y, z . Si l'on désigne par a, b, c 
CCS trois arêtes, et par M la masse du parallélipipède , on aura éwdcmment 

V z=be , X,-. 


1 

— a , 
a 




« 

3/ P rt 6 ïî , 


A/ /^» ® I 

G^ùùc / x*dx = — I 05 *//x = 

J-:- 


On trouvera du mémo 


Hz= — Mb'. 

la 


/ = — d/c‘; 
la 


et par suite la formule (al) donnera 

» • 

n’sin')i + i’ sin'ii 4-r" siii*» 

( 4 i) K = H C -, 


Tel sera le moment d'inertie du parallélipipède relalivemcnt à un axe uiuiié par le centre 
de manière è former le* angles ïi, p, v avec lus direction» dos trois arêtes. 

Si le parallélipipède se transforme en un cube-, la valeur do K deviendra indé- 
pendaulç de» fngle* i, u, v; ‘et, en ayant égard è la formule 

»in’> + »in*p+ sin* V = 3 — (co»*X -J- cos'p -J- co*'») = f •_ 
on tirera de l'équation (41) ' , 

( 4 «) K—jJt/a’. 

• * , * 

Contidéron» encore un ellipsoïde homogène qui ait pour centre -rorigino, et qui soit 
représenté par l’équation . V 

11.* A^xAE, * i4 
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La «eclion faite daâa ccl ellipsoïde par. an plan perpendiculaire à l'axe des x , et cor- 
respondant à l'abscisse x, sera uQc ellipse qui, étant elle-mcue représentée par l'é- 
quation 

jr» . ï’ 


+ 




aura pqpr deüli-axes ftux longueurs mesurées par les produits 

De plus, comme, pour déterminer la surface V de cette ellipse, il suffira de multi- 
plier le produit des deux demi-axes par le nombre t , on aura encore 


V = nbe 




On trouvera d'ailleurs, en désignant par Jf la misse de l'ollipsoîde ^ 

*, = — a, ae,=ra, W = -^*fa6c. 

a 

Cela posé , la première des formules (4o) donnera 

3 «/ • 3 


On aura de même 


O 3 


et par suite pu tirera de la formule (ai) 

(44) « = i«f 


,, e'sin’X+i’sin’p + c’sin’» 
^ 5 
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Tel snra* Ir niomcDt dlnerlic do l’ellipsoïde relali renient à une droite menée par le 
céntre do manière è former les angles i, fi, > arec les directions des trois axes. 

Si rdllpsoïdc se transforme en une splièrc , la râleur de K deviendra indépendante 
des angles 1, », et se réduira simplement k 

(fiô) ■ A' = y .1/fl*. 

i 

.Nous terminerons ici cet article , sans nous arrêter aux applications que l'on peut faire 
de la formule (ô5) , ni à la formule bien connue qu^sert il déterminer le moment d’inertie 
d’un solide de révolution par rapport Sr l'axe de ce même solide. 
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SUR LA FORCE VIVE D’UN CORPS SOLIDE- 


Oi: DXN STÈME I.XYARLVBLE EN MOL'VEMEiNT. 


On sait que la force vive d'un système invariable ou d’un corps solidu en inourcnienl 
SC décompose en deux parties, dont t'une représente la force vivo du corps déterminée 
par un observateur, qui, placé au centre de gravité, regarderait ce point comme im- 
mobile , tandis que l’autre partie est la force vive que l’on obtiendrait, en supposant la 
masse entière transportée au point dont il s’agit , et animée de la vitesse avec laquelle il 
se ment dans l’espace. Toutefois le centre de gravité n’est pas le seul point qui jouisse 
du la propriété que je viens de rappeler ici , et l’on peut démontrer qu’elle est commune 
a tous ceux qui so'nt situés sur la surface d’uii cylindre droit è base circulaire dans lequel 
deux génératrices opposées coïncident , l’une avec l’axe instantané de rotation du corps 
solide, l’autre avec la droite menée par le centre île gravité parallèlement b cet axe. 
C’est en eflet ce qui résulte des considérations suivantes. 

Soient ^ , ji'. A'... les différents points matériels qui composent le système in- 
variable ou le corps solide ; m, m', m*... leurs masses respectives , et H la masse 
entière. Soient d’ailleurs , au bout du temps l , 



les vitesses des points A, A', A’..., et du centre de gravité Ç, la force vive 
du Corps solide , c’rst-à-dire , la somme des forces vives de ses divers éléments, OO' 
l’axe instantané de rotation du même corps , enfin u et « ses vitesses instantanées 
de translation et de rotation. On aura 


^ M = fi» -f- m' ... , et ^.” == ms>* -j- etc..... , 

ou , ce qui revient au même , m 

m 

(i) lUc=lm, et (») = 

le signe s indiquant une somme de termes semblables et relatifs aux masses m , m', 
. m'.... D’autre part , si l’on nomme B la distance entre l’axe OO' et un axe pa- 
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. • 

rallèle GG' mené par le centre de gnifiU» «r. « let longueur* de< porpendiculain.'* 

- • 

abii«(ée« du point A *ur le* deux oxei GG', O O', et t l’osgle que ce* per- 
pendiculaires forinent entra elles; on trouvera encore 

« 

(3) ■ «»=u*+S*«*, (4) 

(5) ’ ïm*' =ïmr’ + A/fl*; 

(6) = — aricosf. 

En effet ^ pour établir ces quatre équations , il suffira d’observer i .* que la vitesse absolue 
du point A ou G est 1a diagonale d’un rectangle construit sur la vitesse u de l'axe 
instantané de rotation et sur la vitesse apparente s« ou Ht qu'attribuerait au point 
A ou G un observateur placé sur l’axe O O', s.* que la différence entre les quan- 

tités zms* et zinr*, c’est-ii-dire , entre les niomonls d'inertie du corps solide relatiT» 
aux deux axes 00' et GG', doit être, en vertu du second théorème de l'article 
précédent, équivalente au produit de la masse entière par le carré de la distance des deux 
axes, i.’ que cette distance ost le côté opposé è l'angle i , dans un triangle formé 
avec le* trois longueurs r, $ et It. Si maintenant on substéluc, dans la forlbuli- 
(i) , è la place de u’, sa valeur donnée par l’équation (3) , on trouvera 

(7) 

puis, 'en ayant égard k la formule (5) 

( 8 ) • = 
nu , ^pqui revient au même , 

(9) ' +* = Mn* + «'îmr*. 

De plus , si l'on nontpio iC et 9C. les moments d'inertie dn corps solide relatifs k 
l’axe GG' et k un axe parallèle AB mené par le point A, on aura évidem- 
ment * 

(10) JÎ = Imr’, (il) 9Lz=zK + Mr', 

et l’on tirera de l’équatien (8) , combinée avec les formnie* (3) , (6) , (10) et (11) 

(•*) ’i'* — J/u*-—*iIf»’rsco*J + Ot*’- 


# 
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Il imporlt^de remarquer que le dcmici^ternie de chacune do» équalions (7), {9), (11) 
représente le force rire qu’attribuerait au corps solide un observateur plac3 sur l’un 
désaxes 00', GG', AU. En effet, la vitesse apparente du point A, pour un spec- 
lateTir placé sur l’axe OO', étant précisément égale au produit m, il est clair 
que la force vive attribuée par ce spectateur au corps solide sera équivalente à l’expression 

(i3) îm{s»)’ = s’îms* , 

c’est-ii-dirc, au carré de la vitesse de rotation du corps par le moment d’inertie ïrns* 
relatif à l'axs O O'; et« si le spectateur se transporte sur l’axe GG', ou sur l’axe 
OO', il faudra évidemment remplacer , dans l’expression (1 3^ , le facteur *.mi' par 
l’une des quantités 

f 

K = îmr* ou ,‘X' , 


qui désignent les moments d'inertie relatifs aux axes GG' ou AB. Quant aux 
produits il/u’, lU 11’ , Ma’, chacun d’eux représente la force vive qu’offrirait la 
niasse entière concentrée en un point situé sur l’axe O O' ou GG' ou AB, et 
animée de la même vftrsse que ce point. Ajoutons que , si l’on suppose le plan qui ren- • 
ferme les axes AB, O O' perpendiculaire au plan qui renferme les axe» AB, GG', 
le facteur cosd se réduira simplement b zéro , et l’équation (is) à la formule 

(i4) * = + 

D’ailleurs, dans cette hypothèse, si l’on coupe les trois axes parallèles. OO', GG', AJf 
par un plan perpendiculaire h ces mêmes axes, les trois points d'intersection formeront 
un triangle rectangle dont le sommet sera situé sur l'axe AB. Donc alors t<^ les 
points de l’axe A B appartiendront è des circonférences décrites, dan» des plans per- 
pendiculaires aux trois axes, sur des diamètres propres à mesurer la distance des deux 
premiers. Il en résulte que la droite A B sera l’une dos génératrices d'un cylindre 
droit que l’on pourra considérer comme ayant pour b<t<e une des circonférences ci- 
dessus mentionnées. Cela posé, la formule (i4) entraînera évidemment la proposition 
suivante. . . ' 

TuàoaèxE. Conctvons qu'un système invariable ou un corps solide se meuve dans 
l'espace. Soient , A une époque quelconque du mouvement , O O' faxe instantané de 
rotation de ce même corps , et GG' faxe parallèle mené f>ar le centre de gravité G, 
fin/in supposons que l’on construise une surface cy lindrique à base circulaire , et dans 
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ùiifiulU deux ffiiUratrices oppoêies eûineidâiet avec let deux axet dfint tl Pour 

déterminer h force viveeiu corps solide , U suf^ra de ealcuUr celte que lui attribuerait, 
en se considérant comme immobile, un observateur placé en un point pris au hasard 
sur la surface cylindrique , et d’ajouter à la force vive ainsi calculée celle qu'on obtien- 
drait, si la masse entière était concentrée au point dont il s’agit, et animée de ta même 
vitesse que ce point. ^ 

Si robser?ateur ae plaçait sdr*l’uD de« axes OO', CG', la vitesse « se Cou- 
verait réduite k l’une des vitesses u, a; et la formule (i4) k l'une des é(|iiations (7) 
et (<)). Ajoutons que la seconde de tes deux équatious est précisément celle qui exprime 
la propriété connue du cctArc de gravité relativement k la décomposition de In force 
viv*. 


* 
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SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT, 

DAJ(S L’ÉTAT D’ÉQOILIBRE DOH» CORPS SOLIDE OU FLUIDE, 

ENTRE LES PRESSIONS OU TENSIONS ET Ufe FORCES ACCÉLÉRATRICES. 


Coniidéront, dans un corps solide ou fluide, un point quelconque dont les coordonnt^es 
rectangulaires soient désignées par x, y, t. Si Ton nomme p', p", p'" les pTes- 
sions ou tensions exercées on ce point, du côlé des coordonnées posilires, contre trois 
plans parallèles aux plans des y, t, des t, x, et des x, y;* le» projeclions al- 
gébriques des forces p', p’, p"' sur les axes coordonnés seront deux à deux égales 
entre elles [royei la page 47] . et pourront être représentées en conséquence , comme on 
l'a déjà fait dans un autre article [page 49 ]> par les quantités 



( 

F. 

Fi 

- 

0 ) 

F. 

B. 

li; 



( 

D. 

C. 


Soient d'ailleurs 





(2) • 

X. 

Y . 

Z 

« 


les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point (x, y, z) 
sur les axes coordonnés. On reconnaîtra facilement que les quantités (■) et (a) sont 
toujours liées entre elles par trois équations qu’on peut obtenir ainsi qu’il suit. 

Soient Ax, Aj-, As ’ des accruissemeots très-petits attribués aux s'ariables x , y, z; 

(3) l' = AXAJ'Aî 

• • ^ 

« 

le volume du paralléllpipèdo rectangle compris entre les six plans menés parallèlement 
aux plans coordonnés par les deux points (x,y, z), (x-f-Ax, ^-J-Aj', z-f-iz); 
p la densité du corps au point {as, y, s), et m la masse comprise sous le volume 
V. Les prejcctions algébriques de la force motrice qui sollicite cette masse seront ii 
très-peu près équfvalentes aux trois produits 

m A" , m y , mZ, 
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ou , parce qt»'oD a MDtiUcmont * 

. ' * 

(5) * ‘ III =E ft) = f . • 

aux trois cxprcMiuni 

t 

(C) pA’aaüj'âï, pKaæijf'iî. 

^ * 

])e plut , lot six faces rcclan^lairos, qui tcroiincDl le volume v , serool deux i duux 
rjçalrs entre elles, et mttfurocs par les proiliiits 


(7) 


iji: 


izix , 


AxAy. 


Enfin les trois faces, qui aboutissent au point (x, y, s), supporteront en ce point des 
pressions ou tentions dfint les projections algébriques seront respect ircment 


[ —A. —F. —E. 


(«) 


— F. 

— E. 


— B. —D, 

-O. ..-C. 


Cela posé, désignons par x , y ■+ y , a z les coordonnées d’un point quelconque 
situé sur cslle dct>lrois dernières faces qui est perpendiculaire i l'ase des x. Tandis 
qu’on passera du point {x, y, i} au point {x, ^ 4* s) > I» projection al- 

gébrique sur l’axe des x du la pression ou tension exercée contre celté face changera 
de valeur, et deviendra équivalente au pq^ynome 


(!l)- 


I . .'I'* ' . <lyi \ 

“r +-rf7 y 


Par suite, In tension ou pression 'totale, supportée par celte face parallèleromt b Taxe 
des X , aura pour mesure l’int^ralo • 

. /’■“/ ÜA , t ^ Ifyiay dÀüt \ 

' ^ O ^ 

et sera dirigée dans le sens des x positives ou négatives, suivant que l’intégrale (lo) 
sera elIc-méme positive on négative. Quant b la pression supportée parla face opposée, 
pa'rallèleBient b l’axe dea x, elle aura évidemment pour projection algébrique surcct 
axe l’expression qu’on obtient en rcmplaqanl, dans l’intégrale (ko) , le signe — par 
le signe -4- < et la quMrtité /d* par 


H.* ktitikt. 


iS 
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^ , rf// . iJ'* , . ■ ’ 

^ rfj:* i.a • I ■ ^ 

cVbt à-dln: le produit 

' / \ </x ' .ffy ^ dt 2 / • 

4 * *, ' 

Donc la râautlnnte des pressions ou tensions supportées , parallèlement b l'axe des x , 
par les (aces du volume v comprises dans des plans parallèles au plan des y , : , 
aura pour projeclion algébrique sur cet axe le produit 


(ta) 




On prouvera de la même maniéré que la'résultante des pressions o'u tensions supportées, 
parallèlement ii l’axe des x, par les faces parallèles au plan des x, ou au plan 
des X, y , a pour projection algébrique sur cet axe le protliiit 


(.5) 

ou le sulvanl 

(> 4 ) 


fdF 

{'W 

I dE 

\ dt 


Aî 




As ^ ,,, 


j ^x^y. 


Donc, si l’on considère les dilTércoces ax, ay. A: comiiie intiment petites dt> 

premier ordre, et si l'on néglige les infininient petits d’un ordre supérieur au troi- 
sième, ce qui permettra de réduire les produits (la) , (i3) , (i4) b leurs premiers termes, 
la somme des projectious algébriques sur l'axe des x des prcssioiîf ou tensions, sup- 
portées parallèlement k cet axe par tu aix faces du volume t< , sera sin^uiuent 


(lÔ) 


Idd , dF , dE\ 


Or, la molécule m devant, par hypothèse , rwlcr en équilibre sous l'action dos diffé- 
rentes forces qui la sollicitent, savoir, des pressions ou tensions exercées contre ses 
faces , rl de la force motrice , la somme des projcctioos algébriqmt de toutes ces forces 
sur l’axe des x devra s’évanouir,. On. aura dont 


l_dj_ -.dF 

dE \ 

\dx dy 

it ] 
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i;l l'on eu coiiciur .1 


(i6) 


{ <>> T 


J T- H •4* P A = O , 

t éx^ fiy ^ 

) </#• , rf* , , v_„ 

{ -r -t" 1 -f- 6 r r= O , 

1 A ^ rf/ ^ rfl ^ ■ * 

I . rffl . rfC, _ ■ 

+ UpZr=o. 

ity ^ dz ^ ' 


Ou Irouvcrn de même 


Si l<> corps que l'on cnnsidire sc réduisait h une masse fluide , il y aurait , eu chaque 
point , égililé de pression en Imit sens , et chaque pression serait perpendiculaire au 
plan qui la sjipporlerait. Alors les pressions exercées en un point quelconque , et du 
câté des coordonnées positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes des x, j, 
X , seraient dirigées parallèlement k cet axes , mais dans le sent des coordonnées néga- 
tives. Par suite, en nommant p la pression hydrostatique correspondante au point 
(x, jy. r) , on tronverait 

(.;) ^ AxxR:=zC = ~p, 

• I 

(i8) D — E — F—ai • ' 

cl les équations (iB), réduites è 



coïncideraient avec les formules (a) de la page t4- 
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SUR LA TRANSFORMATION DÈS FONCTIONS 

l ' 

D*L\E SEULE VARIABLE EN ^NTËGRALES DOUBLES. 


M. Fourier a fait voir qu’au peut imuforiBer une fonction de U vartal>le x ra un*- 
intégrale douHie , dont laquelle celte variable n’entre plus queawit lofigno sin. nu cos. 
Les deux formules qu’il a données pour oot objet peuvent être uliiemenl rempiacéas par 
une autre que j’ai iodiqufie dans le tq.* cahier du Journal de l’École royale polytceh- 
uique , et qui renferme , au heu d'un sinus ou d’un cosinus , une seule exponentielle 
imaginaire. Elles se trouvent d’oillcnrs comprises , comme cas particuliers , dans celles 
que je vais établir. 


Soient ï(p.r) , x(p.e). f{t) trois fonctions réelles des variables p, r, t; et 
Ptf Pi r, , a des valeurs réelles attribuées aux variables p, r. Ainsi que je l'ai 
prouvé dans le Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imngiii.'iires , 
on aura généralement 




(>) 


r ^^L^p^?)*y^x{PlR)] 4 . ^-x{p,R)idp 

J 

_ r" t W,r.)^yÿyXP|r.)^ ^ 

J P* 

J U 

\ J r. 

I 

a (lésiguanl une nomme dont chaque terme est égal au produit de l’expression 
(i) ±2iip/rr * 


r 

dr 


par l'un des résidus de ^ (<) correspondants k celles des racines de réqualiun 
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(3) 


/(O 


que l’on peut diJuire de la formulo 

(/,) . « = + 

m 

en Dltribunnl i la rariabic p de» valeur» compriio entre le» limites p^, P, < I h 
h variable r de» valeur» comprise» entre les limites r. , R. Ajoutons que, dans 
l'expression (») , le double signe devra C-Ire réduit au signe 4* • ou au signe — , 
tuivanb qu'il s’agira d’un résidu correspoBdant h une valeur positive nu négative de In 


(liiTéreaco 

(S) 4 


dxQi.r) _ ^f(p,r) 

dp (ir dr dp 


Obserrons enfin que, si la fonclion 






ne dorienl pas infinie pour des valeurs de ' p et de r renfermées entre le* limites 
p = p,, p=: P, r =:r, , r = R , on aura simplement 

(7) ^ = '>- 

Parmi le* applications que l'on peut faire de la formule (i) , on doit remarquer celles 
qui se rapportent au cas où l’on suppose 


( 8 ) 

on bien coeore 
(9) 


v(p. '•)=/' = *> = > 




^HjTCosp, xCr.*") ==»'»inp. 


On retrouve alors les formules qiK i’ai donoées dans le premier vOtinnc des Exercices 
[pages et suiv. , tni et suiv.]. Si l'on supposait, au contraire. 


■rm - 


(lo) y(p,r) = ar, z(p.»')=P'‘» 

a étant une constante positive, la formule (r] donnerait 

>' A 


(>') 
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t^orsquo le pr^uit r /’[(« +p|/TT)r] s’évanouit pour r = » , quel que S'iii p, 
rIor« , en preiiaiil , « 

r, •== O . U — X , p„ = O , P — i , 

|m lire <le la formule (ii) 

r (« +4\/“)/L(« 4 - r af{ar)<lr + \, 

t/ ♦ * 

r>n , ce qui revient au inùino , 

» * . • ■ 

I'*) J'^ (“ + 4 i/") /[(<» + »•] '•= + 

* 

lieUc dernière équation comprend , comme cas particuliers , plusieurs formules connues, 
^iiisi , par exemple , si l’on pose * ' > 

/(r)=r"-e— . 

• ». 

ü désignant une quantité positive, on aura A = u , et l’on tirera de la formule (la) 


:.â) 



•I— I — , 

r c ar = 


»•(") 

(n + i^/r,)" 


juiis , en faisant , pour abréger , 

b 

( 1 4 ) 5 = arctang — , 

;m trouvera 


JiS) J' r'~'e~"'cnibrdr=z — ^ r*~' e~**'sin6r dr = r(^. 

Concevons encore que, dans la formule (u), on prenne 

I * • * 

p,=zc , P =z b , r, = o. /? = — , 

I 

i désignant une quantité très-petite. Alors , en supposant la fonction /(i) choisie 
de manière que a s'évanouisse , on trouvera 


(> 6 ) 


f'\[a + b\/rt)f[{tt + b\/r,)r]— (a + «v/:7)/[{a + e|/:r)r]| rfr 

•J • • 4 
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Suit inainlr.naDt æ une iiouraiie Tarisbic reorcriuée oolre le> liiDilcs ur. , A' . en 
sorte qu’tin ait , 

('/) iEo < ® < A. . * 

Si l’on pose 


(•R) 




/'(/*) (Irsignaal udu fanction de fi qui ne devîmiie pas infinie eiilrc les liiniln 
= on twuvera ^ 

• * ' V 

. f>[^) T r w ^ 

puis , eu faisant 




on obtiendra la formule 




(’.onimo on a d’ailleurs 




Ç e '"f{x — i()dj = 

O 

_ _i_ . 

O i ■ ■• \zr 

et que, pour des «aleurs infiniment petites de t, les deux initigrales, comprises dans 
le second membre de l'équation (so) , se réduiront, l’une nu produit 

l’antre !i zéro; on tirera éridemment de l’équation (19) , en prenant « -=: o , 
yl> y-»S 


(»>) 
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(',<'ln posé , « l'nn fail , po«r «Uréjîcr , • ‘ . 

nii, en (]<ii rcTient au mûme , 

/ adp b f „ f* l»^P I 

on conclura de la r<irmule (ili)t en y suljitituaiit Jn valeur tic f{l) donnée, par Té- 
qiinlion (i8) , et réduiaanl i ii séro, 

(î4) ■ ■ f{x) = • • 

Si l'on supposait, au contraire, ‘ 

\ 

« 

on trouverait, en opérant toujours de la même manière. 




(»<■>) 


/•(*)■= 


«TÂTÎTJ. j, ■ -(-+fl/n)r 


.(ai 4 -cV«i)r Ci»— j; I 




Knliri , si l’on ajoute la formule («4) It la formule (xC) , en ayant soin de remplacer 
X — ti dans la première, et j, — x dans la second , pur le radical '' qui 

représente, dans tous les cas possibles , la valeur numérique du binôme x — u, on 
olitienilra l'équalien 

Ax) = 


(a?) 






tiuür 


K^'*^ »(B+^t/‘o ■ 


Si la variable x cessait d'être rcjilennée entre les limites x,,Xi alors, en siip 
posant ' 

(ï8) x > X > x, , 

et prenant . ■ ' ' 


Digitized by Google 


(* 9 ) 


(*»n 

'/(<) = / 

• A ■' 


on tirerait de ia formule (i 6 ). Il l’aide do raisonuemonlt aemblablea à ceux que noiit 
avona employés ci-deaaua , 


(5o) 

• » t I 


x<x,<X . 


Si l'on fuppotait au contraire 

(5i) 

alors en prenant • 

(3») ■ 

OD trourerait 




Les équations (3o) el (53) petmnt être remplacées par la seale ibrmalo 


qui subsiste toutes les fois que la râleur attribuée à la rariabk x est située hors des 
limites x, , X, 


Lorsqu’on prend c = — 6 , Jes équations (s5) donnent 


(55) 


^ = » arcun^ — , B = o : 


et l’on tire des formules ( 17 ) et (54) , i.* on supposant la rariable x renfermée entre 
les limites , X, 


(56) . f(x) > 

/ ^4arcUng jjp/n 


II.* AirntE. 


16 


iî 

1 


'! 


\*J 








Digitized ^ GoOgle 


( »>8 ) 


a.* en supposant la variable x située hors des limites , X , 

Dons le cas particulier où l’on prend a = o , 6 = i , la formule (56) se réduit i« 


j j a^) d^dr , 

ou plus simplement & 

Par suite, on aura , pour des valeurs de x comprises entre les limites x, , X ^ 

(3g) f[x)=-^ f j'^ cosr(x — 1 *). /■((*) dfdr. 

ou , ce qui revient au même , ■ , “ 

(40) /"W =^7 /]/.* 

On tirera, au contraire, de la formule (5;) , en supposant la variable x située hors 
des limites x, , X , et prenant toujours a = o , 6 = i , 

(41) J'^ J'^cotr{x— i>).fMdiidr=to , 

ou , ce qui revient au même , 

W*) /I/V'-'’’'^^"7{.)d.ut/r===o. 

Dans le cas où l’on suppose 6 = o , la fraction que renfernic le second membre 
de l’équation (56) sc présente sous la forme — . Mais, en réduisant celle fraction ù 
sa véritable valeur , on tira de l’équation dont il s’agit 

(45) r(x) = Y 

La formule (4ô) , qu’on peut encore écrire comme il suit 
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(«) = tX* / l* I •—«*■(« — P) j 

+ 7/7//} •+<»••(*-(*) j 

subsislc, pour toules le» valeurs de x comprises entre les limites x,, X. Au con- 
traire , lorsque la variable X est située hors des limites x, , X , on 0 , en vertu de 
l’équation (57), 

(45) X, Xx^l * Af) ^ 

On trouvera , par suite , en supposant x^ X > x,. 


(46) Xo Xx^l' “‘”'^*■“^^1® = ® ' 

et , en supposant x < Xc < X , 

(47) X*X^| ‘ = 

11 importe d’observer que les équations (43) et (44) peuvent encore être présentées sous 
les formes 


(48) 


X! 


X d[»e- 


=FF] 


da 


/•(p)dpdr. 


(49) 


a*>=tX7: 


® rx (/[ae-srCx-si)] 


da 


f{ft) djidr 


+^rr 




da 


f(?) diidr. 


Lorsque, dans les formules (47). (4o) , (48) et (4g), on suppose x. = — « 
X'= 00 , on obtient les équations 


(5o) 

■>00 /%fO 




(S,) fw = /„ f‘, A.-) 
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(59) 

(55) 


= J.» —Ta -Màfàr. 

— j.„ 5;; md^àr 


qui subaident, pour toulea lea raleura poaitirea ou négalivea de la variable x . 

CoDCcvoDa 6 préaent que l'on prenne a>o = o , ^ = ao . Alora, ai l’on attribue & 
la variable x une valeur poaitivo, on tirera dea ëquationa (5g) et (48) 


(54) f{x) = — r f coar(* — rt./‘(f‘)d(*dr, 

/crv V • c'° r* dia»—'-'f^7=Wi . J ■ 

(55) = Ta A»*)'''"'’-- 

Deplua, on conclura dea formulea (4i) et en remplaçant x par — x, 

p<e p<*> 

(56) 0 = J ^ J Coar(x + ji). /■((*) d(»<<r, 

(5-) o = J'^J'^ [i — ar(»4.ft)]«— '■<'+'*>^(f»)d(.dr. 

Si d’aillcnrt on a égard aux équatiooa 

(58) 


I coar (æ — p) = coarx. coar^t + ainrxainrf» , 
I coar(x + i') = coarx.coar(i — ainrx.ainrn , 


on tirera dea formulea (54) et (56) , combinéea entre ellea , 

I p<B p<0 

(5g) f(®) = — / / coarx.coar(»./(a)dudr, 

9ir «/ O •/ O 

(6o) I f{x) = — / / ainrx.ainrft./'((i) dfidr. 

9ir «/ 0 */ O * 

Céa deux dernièrea formulea aont cellea.que M. Fourier a donnéoa dans aea Heclierchea 


«t 
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sur la théorie de la chaleur. Ou peut t’en icrrir pour intégrer det équations linéaiix’t 
aux dilTéroncci partielles et h coelliuleott constants. Mais , pour reiulro la méthode d’in- 
tégration plus générale , il convient do substituer aux deux forniiilés dont il s’agit ré- 
quation (4o) ou (5i), ainsi que je l’ai remarqué dans le ig.* cahier du journal de 
l'École royale polytechnique ; [voyez aussi le Bulletin du la Société philomatique pour 
l’année i8ai, et l’Analyse des travaux do l’Académie des sciences pendant la même 
année.] Ajoutons que, dans beaucoup de cas , il sera utile d’employer, au lieu des for- 
mules (4o) ou (Si) , les équations (ay), (So) , (Sa) , (SS). C’est ce que j’expliquerai plus 
en détail dans un autre article. 

Une observation essentielle & faire . c’est qu’on peut établir directement les formule> 
(ay) et (34) avec celles qui s’en déduisent, en cflectuant d’aboni dans chacune de ces 
formules l’intégration relative à la variable r, après avoir multiplié la fonction sous 

par l’exponentielle e , et en considérant < comme un nombre 

inCniment petit que l’on devra réduire è zéro, quand les intégrations seront achevées. 
Ainsi , par exemple , en opérant de cette manière , et posant a (ai — ^) = ta , on re- 
connaîtra que le second membre do la formule (43) est équivalent au produit 

Si l'on intègre, par rapport à la quantité a, et à partir de <i = c, les deux 
membres de l’équation (4g) , on en tirera 

j M d^dr = ,f(x ) . I , 

ou, ce qui revient au même, 

c étant positif, ainsi que a. On peut aisément vérifier la formule (Gi). Car, si l'on 
foit, pour abréger, 

( 63 ) 

on trouvera , en posant — x = et r = oo. 
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( '»* ) 

lé») =f(^) I J'_^ +X, = *r(*)s 

cl pnr «>uitc la rormulc (Gi) sera réduite à 

Ciiuime 011 aura d'ailleurs f(o) = o, il est clair que l’équaliou ( 65 ) pourra encore 
être préscDléc sous la forme 

(06) J' rfr= [f(c») - f(o)]l (-1). 

Or, celle dernière, qui comprend, comme cas particulier, l'équation connue 


('■•-) 



cl qui coïncide, quand f(i^^s'éTanouit, arec une formule que j’ai donnée dans le 
iq.* Caliier du Journal de l'Ecole polytechnique [voyez la formule (c), page 676], se 
déduit aisément, ainsi que M. Ostrogradsky , en a fait la remarque, de l'équation 


( 68 ) 


J' I'{ar)dT 


a 


intégrée par rapport h la quantité a , On pourrait au reste établir l'équation (66) , 
aussi bien que la formule dont il s’agit, h l’aide de la théorie des intégrales singulières. 

L'équation (63) subsiste seulement pour les valeurs de x comprises entre les limites 
x=n„.x = A'. Le second membre s’évanouirait , si la valeur de x devenait infr- 

ricureuu supérieure auz deux limites dont il s’agit; et il soréduiraitè — f{x ) , si l'on 

avait X = X, ou x — Ji. On trouverait en eOet, dans le premier cas , f(oc)=o, 
cl dans les deux derniers f(oo)=^(x). Si l’on prenait x, = — ac , A = oc , 
alors on aurait , pour des valeurs quelconques de x. 
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( »»3 ) 


«U , ce qui rerioot au mémo , 


* \«/ P 

1 r r [at*'-(^-l‘>~c,‘'('-i‘)]rU]diidr . 

, 1 ( 1 ) ^ ^ 


Ces deralèros formule* peuvent être utilemcot employées dans l'intégration des équulions 
aux dilTérences partielles. 

Si, dans la formule ( 36 ), on prenait a = b=t , on trouverait, en suppo.ant l.i 
variable x renfermée entre les limites x. , X , 


(71) f{x) = —J' eî^lcos.r — sin. r ^f{u)J^dr. 

Il est facile de vérifier directement la formule (71). dans certains cas parlictiliers , pur 
exemple , dans ceux oii l'on supposerait f(x)—e~^, /"(x) = cosx , etc 

On pourrait encore déduire de la formulo (1) une multitude d’équations aiialogues 
aux formules (27) et ( 34 ). Supposons, par exemple, le* fonctions ?(;j.r), x(p,r) et 
J'{i) tellement choisie* que l’on ail 


f{p.o) = o, x{p>o) = o. î(p,oe) = o, i=:0. 
Alors , si l’on prend 


p.-- 


P 6 , r« = o, //= — , 


( désignant un nombre infiniment petit, on tirera de l’équation (■) 

-■: T r* -h lAx(t.»-)].dr 

' »/ O 'H * *’ 

. f 1' 

(7,) ' — y’ f[f(e,r) + |/n'/(c,r)].dr 
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( «*4 ) 


Si mainlcnanl on sujiposc • 

et , si l’on fait pour alsr^gtîr^ ^ 


(74) Ji-\-Ayr 


.=/4i 


4r(^j) + V^'z(/»,f)] 


dp • 


dp 


7 (/’>t)+V^-'‘z(p. 7) 


on tirera do l’dqualion (7»), par des raisonuemenU semblables è ceux que nous avons 
employés pour établir la formule (*7) , ■ • 


(75) 




« fMdpdr 


' r C ‘^[T(5.v)-t-|/~;g(*.r 

»(B + ^|/Ô) dr 

- • f 

.î C r ‘^(v(«^.’') + i/7,x(ri)] -tf(*,r) + v'7x(t,r))v'.T:ST 

dr ® . fMàpdr 




La formule (yô) subsiste, comme la formule {47), pour des valeur* do x comprises 
entre les limites x,, X. Le second membre deviendrait égal à zéro, s! la variable 

a! était située hors des llnnlcs æ., .T, eti ~f{x), si l’on avait x = x,. ou œ = X. 

Je terminerai cet article en observant que l’on déduirait immédiatement la formule (1) 
de l’équation identique ' 


(76) 


dr 


dp 


dans laquelle t _ y(p,r) + j/:7 j;{p, r) , si l’on intégrait les deux membres de cette 
équation par rapport à la variable p entre les limites p=p.,p = P, et par rap- 
port à la variable r cuire les limites r = r.,r = Jl. Alors , pour déterminer A, 
il suffirait de remplacer chaque mlégrala relative à r par sa valeur principale . et dé 
recourir i la théorie des intégrales singulières. Au reste , les applications que noué avons 
faites ci dessus de la furmule (1) . n’exignut pas que l’on calcule la valeur de A , puis- 
qu’elles se rapportent au cas dans icque] on a simplement i = o. ’ ' 
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DjE LA DIFFÉRENCIATION SOUS LE SIGNE /. 




T ■ 


■* ■ > 

Soit /(»,a) une fonctiul) ^ciQpnqüo de x «ide «. Sei«ut d'aillem-i) x.,A 
deux Tslourt rdellei de le' veriible x. Si l’on poM ^ * 


(■) 


/ • . ■ "’x . . / 




00 en conclura géuétateaiaat , k t'aide de ia <üffdreacislMi« *<mm le ûgm J*. 

• f • -V- . • . _ 

».Y 


(a) 


-£ 


d'jr[x,a) __ d’/i 

rf«" * rfa» 


» " . ’ te 

n déMgpant \in à^inkrc entier qtfWcovqu^ 'Néatttmmis; si h fionolfon ' Me- 

rient inCnic pour une râleur de- x ' renikrtode entre ié« limites x, ^ X des intégrales 
coropriareMana les formules (i) et (a) , et si, a£n de^erer toutd incertitude «ur l'évalua- 
■kipn de ces intégrales, <|tti seront le plus sanrent indéterminées, on réduit chacunejl'clles 
à sa râleur principaio , l’équation, (a) pourra derenir inexacte. Mais, pour trouver U 
cause de cette inexactitude^ et fournir les moyens d'y remédier, il snffim , comme nous 
Tarons obserré dans le ig.'.QahIw.dtl Jo«rnal TÉcole royale polyMcIintqnc t de sub- 
stituer k l'intégrale , r' •' . . • . -, ■ * 


( 5 ) 


• J* f(/c.a)dx •. 


la soiniBe dont îa râleur principale est la liinile. 
Supposons ,' pour fixer les idées , 


W) 


. « 


a' décignant ùne''quaDlilé p'oaitirc et inféiieiiro k ruàité.,CiOS équations {i) et (s) se 
réduiront aux suiranleà ' ' • - ‘ ' ' 


( 5 ) 




II.* AHMix. 


•7 
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(<i) 


• ■ rix 


( is6 > 


1.1.3...» 


il’l 




ila“ 


dont la dernière deviendra iuexacUi, .vi l'on prend pour n un nondtre impair , puis- 
qu’alori l'inlègraJe comprise dans le premier membre À tira une valeur infliûu. Mais, 
pour obtenir la correction 'que devra subir, dans cette hypothèse, la formule (6), il 
Millira de fitlsontcr l’équatioii (à) Mus'la foriii^ ^ '. * 


(7) 




t désignant, un nombre iniioiænl petit. Alors, eri eflecluant -n dilKrenciations re- 
latives h la ijuantité a, on trouvera 


(«) 


..i*. - 

'* '• 'i*' r' * g 

■ . ... • ••• ■ ♦ 




• 




Oa aura doue géoéraloincut . 


(!») J O 




{■^) ;■ ^ 


, . Un 

• # 

pourvu que Ton réduise riotégrale 




(lo) 


■ / 


‘ rf"f— i— ) 

dx . 


lia" 


il sa valeur principale, ül, dans la fornintB (g) , on attribnc au nmubre entier n une 
valeur paire , on retrouvera précisément l’équatiou (6). Mais , si l’on prend pour n un 
nombre impair, ht wéwa formule donnera » 


/ 


(•0 

ce qui est c.vact 


rf'l 

.S\ as-a / J 

dx~ 


liâ" 


(^) 

i«,"a 


+ — i) ^ = 1 
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( '®7 ) 


Supposons oDcorc 

(.«) 


J J t{_x-a.y-h,t-e,...) 


r. I y «lésigtianl deux fonctions do la TnriaLle x; z, , X deux fonctions des va- 
riables x,y; etc....; cl une fonction homo|;knc de x, y, 

dont le degré soit inférieur d'une unité ou nombre in des variables x, y, 

Concevons d’ailleurs que le système des râleurs 


(i5) xx^a, yx=b, z =z c , etc.... 

soit un de ceux que les variables x,y, z,.., peuvent, prendre en demeurant com- 
prises entre les limites 

(i/,) i = . xx=X; y~y,, y=y': ; = s. . zx=Z; etc... 


Dans celte hypothèse, l'équation (i) , réduite à la forme 
*-tf /-*}' /tX 


(. 5 ) 


r r\.. ,,.,uHyux. 

J, y, .J,. b(a:-a,y.i,.-c,...) 


pourra s’écrire comme il suit 

(.0) /f = 

>a.,prpz {(x,y,t,..) r-y py r^' 


4f, y,*' r* y**' »• 


F(x-«,jr-*,s-r,..) 


• dzdydx. 


Soit maintenant a la différence entré les deux râleurs que prend l’intégrale (la), 
quand on y pose successirement æ = <t-t-e, xx=a — x. En différenciant l’équa- 
tion (iG) par rapport à la quantité a, et faisant, pour abréger. 


(■7) 

on trouvera 


P = 


.» 


T’ 


(. 8 ) 


dd 

da 


pY pz dP àP 

Jx. JJ., ’ll[fk.y.^.-A--d^dydx+J^^JJ^ ..—t[x,y,t,..)..H,dydx.,, 




Digitized by Google 



( »*8 ) 


w/ 


Oii aura donc 


(■9) 



dtdjdx — A , 


jiuui vu que l’on réduite l’intégrale multiple 


/ *.V f>r (>z dP 

X. --zr 

h sa râleur principale. 

Il ne reste plut qu'à déterminer la valeur de la düTércncc représentée par A . Or , 
suit 3 un nombre inrmiment petit qui varie avec •, et admettons que , S étant 
considéré comme On infiniment petit du premier ordre , • soit d’un ordre plus élevé. 
Le rapport 


(•i.) 



s’évanouira en même temps que 3, Soient d’ailleurs y, W des quantités qui 
ne soient pas toutes comprises .entre les limites — i , -4~ *• Comme l’expression 


(ïs) 


f{i3,V3,H 3,...) 


l'{-i3,y3,iy3,...) 


deviendra rigoureusement nulle , si l’on suppose i = o; elle sera sensiblement nulle, 
dès que l’on prendra pour s une quantité iiiünimeiit petite d’un ordre sulllsammeni 
élevé; et par conséquent on pourra établir entre les deux facteurs 3 et < du produit 


(•i3) 

une relation telle que l’expression 


t=:lt 


(«4) 


f(a + i..y,s,...) 






s’évanouisse à très-peu près pour toutes les valeurs do y — è , J — c, ... non coin- 
prises entre les deux limites — 3, -|-i. Cette condition étant supposée remplie, il 
est clair que la quantité A dilTèrera très-peu do l’intégrale singulière 


vé + o 


r+i 







...dzdy. 


■ hT- 
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{ '»9 ) 

Donc, si i’on fait pour plus de coinmoditi 


(. 0 ) 


y = b-\-tv, : = 


l'I si l'un observe que la fuiielion homogène , étant par hypothèse du 

degré m — i , vérifie l’équntion 

(ar) F(^«. rri ...) = ‘”~’F(± i,r, 

on trouvera sans erreur sensible 


(a8) 




î{a+itb+tOfC+tmf.,) t(a~i,b+tt,c+tw,.».) 


En réduisant < à xéro dans la formule qui précède , et en faisant , pour abréger , 
(ao) r ^^.. U ■ 

J -:b J -ai ( F(i,r,ir,...) F(-i,e, | 

on en conclura 

(5o) A = *.f(o,6,c,...). 

Par suite , l’équation (ao) donnera 

dj px pr P Z dP 

Si la fonction P était déterminée, non par la formule (17) , mais par celle-ci 
(5a) P = 


/ x-a yb *- 4 ? \ 

T.’ ”r’”v 


1 , U , y désignant des quantités constantes , alors , en posant 


(53) 


î = c-4--y‘Œ', etc 


et raisonnant toujours de la même manière , on trouverait , à la place des équations (5o) 
cl (5i) 
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( i3o ) 

i =r JJ» ... A f(ff, 4,r, ...) , 


(ô.i) 


fi .4 /'A nY /^z fip 


Si les vHleiir» i = «, y^O, i = c,... cessaienl d’élrc rcnferniéei entre les li- 
iiiiles x ar = A'; y=x.y„, y Y •, î = î„, : ~ Z ; ... ou , si In ronctinn 

lioinn};èni‘ î, ...) él.iil d’un degré inférieur à «i — i, la différence repré- 

si'iiléo ii.ar A d.ans 1rs formules précédenics disparaîtrait ou s'éranouirail; cl l'on aurait 
>im]iieuu'nt . 




ria 


px P y P Z ,tn 


Si, au emilraire, In fonction homogène F(z,j, :, ...) était d'un degré supérieur à 
/» — 1 . In quantité A deviendrait généralement infinie en même temps que l’inté- 
grale (vâ) ; et par conséquent l’équation (iq) donnerait, pour des valeurs de a, i, c... 
renfermées outre les limites x r= x„ , x = X; yr=y,, y~Y; z = z, , z z= Z ; 
etc. .... 





.)... dzdy dx~ ± » . 


Nous oliserverons encore que, si l’on différencie la valeur de A déterminée par 
l'équation (i fl) , non plus . par rapport h la quantité n, mais par rapport h l’une 
des qiinnlilés h , c , ... on trouvera sinipicnirnt , et quel que soit le degré de la fonc- 
tion liomogène F(a’,,r,i. ...). 


((x,y, Z, .dzdydx 
>lh Jct.Jy.Jz, db ^ 


(.08) 


rV’ r... 

I de J Xr J y, A Z, 


dP 

de 


f(x, 7 ,î, ...)... dzdy dx. 


etc. 


pourvu que , dans l'évaluation des seconds membres des formules (38) , chacune des 
intégrales relatives à ■ x soit réduite à sa valeur principale. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, supposons 


fia: 


(5o) 


}[x,y,z,,..)...dtdydx 
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( >î> ) 


el de plu4 

(4o) 




dS 

da 




dS 

db 


^ dS 

—-T- t etc... , 
de 


m désignant loujoiir» le nombre dci variables æ, jr, et X, u, 

i]iiantités constantes. Si l’on fait , pour abréger , 


(40 


R = 




/ ».V P Y pz 

I f ni{x, jr,z,. dzdjrdx ; 

JF. y. F. 

Ht commib Pexprcision 

— -I 

(43) (®‘4;7’4-î*)’ 

est une fonction homogène du degré m — a, on tirera des formules (3ti) et (.38) 
^ dS rx pY pz dR 

A=,- f_ ... 

( *=S=XX.C-^''— 

\ etc 

On trouvera d'ailleurs 


(46) 


dR _ 

m - a 

x~a 

da 

'x* 

\(^) ^{^) '-f 

dR _ 


y-b 

db ~ 

f** 


dR _ 

m - a 


de 

V* 



etc. . 
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l'I , Comme IVipressioii 

m 


( '3i ) 


> (x'+y' + i') ' 

m - î X 


M*ra une l'unction boioogènc du degr^ m — i , on aura encore , en rerlu de< rormule* 
(35) el (58) . 

4r 


W7) 


'= d. dydx . 


dC 

de 


elc. ... , 


pourvu que , dans les seconds nien)brcs des équations ( 47 ) > ou remplace chaque, inlé - 
gralc relative 5 x par ta valeur principale. Ajoutons que la constante k sera déter- 
minée par la formule (ag), dans laquelle on devra substituer i F(*,j, :,...) l'expres- 
sion ( 46 ). On aura donc 


(48) 


a(m 


<-a) ^ ^ ...dadt 

J -Xi J -00 (i+t’+»’+...)r 


(i+t’+»’+...)i 

Si maintenant on observe qu’on a , pour des valeurs positives de n et de t , 


(4g) 

(5o) 

et pSr suite' 
5i) 


/■ 




£W 




y '”® f— 1 — 1(1 + .’+»’ + ...) 

s « ■ d$ , 

O 

l + V + ir*+...)' \il 


(l + v’ + ir*+...) 
on tirera de l’équation (4g) 
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( «35 ) 


f Z'* Z** Z’* V-* -»(• 4 •• + <•’ + ...) 


>■■(?) 

¥ 

pui)/ en ayant égard 5 la formule 

/ • — «V* P* — *»• -rï 

c rfv=J c rfu; = ... = — 7 , 

on trouTera définkircment 


dwdv , 


(54) 


a(m-a 


îl£ll r*a ^ = 

xrm 


-(t) 

t 

En d’autrea termea, on aura, pour dea raloura pairea du nombre entier m , 

(55) 

et, pour dea raleura impairea do m , 

(56) 


a(/n-a)g. 

• m-> . ’ 

i.a. 5... X 


V'IU. 

I 


, a(m-a)ir“ 
K . “ 

1 » m*9 


Concerona maintenant que l’on différencie la première dea équationa (45) par rapport 
h la quantité a, la aecondo par rapport & 5, la troisième par rapport b c, etc... 

puis, qu|on ajoute ces mémos équationa ainsi différenciées , après les avoir respectivement 
multipliées par les facteurs V, ji', »*, etc.... On trouvera __ . 


(57) 


rf-fl , . . d‘H , 

da' rfi* de' 


db' ' de 
Cela posé , on tirera des équations ( 47 ) et (54) 




*(m-a)irT* r/ L \. 

i_ Xp«a.. r(<l, 6aü».a>] • 


«•(t) 


puis on en cooclurft., en ayant égard aux formules (4o) , 
11.' AKaix. 


18 




Digitized by Google 


( «54 ) 




tic* 


-h — =*' 


a(/nfca)ir * . 


r(i) 




En coDSf^qucnce , la valeur de S , détcrminéo par la formule (39)f rérîGera , pour 
des yalcurs paires de m , réqualion aux difTérences partielles 


yr X . d*S . 

(6o) X* • ■— 

' ' <//j* * iilf* ^ tff* * 


arm-a)r « ^ 


i.a.3... • 


et J pour des valeurs impaires do m, l’équalion 


^ ^ ' rfa> di‘ rfr* ^ 


a(tn-a)îr » ^ , 


Les équatioos (6o) et (Ci) supposent, comme la première des formules (4/), que 1rs 
valeurs x = a , y — b , sont renfermées entre les limites des intégrations 

indiquées dans la formule (Sy). Si le contraire arrivait , il faudrait à la première des Cor- 
mules (47) substituer l’équation 


( 6 “) ^ ••■)••• dz dydx . 

et l'on aurait par suite 

, d'S , , rf’-y . , 

de* 


(65) 


, d'S , , d'S , d’S , 

X». •••' V» . ti . . ,»,!. -A. ... ! 

da* T “ ,//,! * 


■à. 


Il ne sera pas inutile do remarquer que l’une des équations (5ij) ou (65) serait encore 
vériliée , si la valeur de S était donnée , non par la formule (09) ou (4e) , mais par 
la suivante 

( 04 ) f f f —<,Q + R)t(x.y.z....)...dîdydx, 

%f iT» «/ */ z« 


Q désignant une fonction qui rcnfcrincrail, avec x,y, z, les quantités a, b, c,... 
et qui serait du premier degré swlciinnS par rapport 6 Chacune d« ces qitnntités. Si l’on 
supposait en particulier 


. (65) Ç = — I . 
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( j $5 ) 

on lircpall de l’équalion (64) réunie i la formule (40 


( 66 ) 


S = 


"" r’' i(^) i " 




I — 


m. 




puis , en prenant m = a , 

(67) 

J. y« 

Alors aussi Téquation (^9) donnera 


y» ^ ' 


(M) 


d'S 

da* 


il*S 


1» + («• = 4’'if‘/(<«. 0 ■ 


tandis que l’équation ( 65 ) deviendra 

d'S 


(69) 


_ C , d'S 

1 * 1- (1* — = O , 

da’ , ^ dé’ 


Donc la valeur de S , déterminée par la formule ^67) , vérifie l’équation (68) , lorsque 
les quantités a , b représentent dos valeurs do x et de jr comprises entre les 
limites x = x. , x = X; y =yo . y = et l’équation (69) dans le cas contraire. 

Lorsqu'on suppose m = 3 , la valeur de S , donnée par la formule ( 5 g) . se ré- 
duit h 


J ^ y* ^ 


(70) 


f(»>y.O 


- dtdydx , 


Alors aussi l'on tire des fonanlea (S4) et (Sg) 


( 7 ‘) 


(7O 


k = 




d’S , d’S . d’S , , f, , K 

f hl*’— t h»’-: — = — 4vXpvf(o.6,e) , 

da’ db’ de’ 




taudis que la formule ( 65 ) devicA 
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(75) 


i* 


d*S 


d'S 

db' 


d'S 

de' 


O . 


On déduit aisément des principes que nous venons d’exposer une des propriétés les 
plus remarquables de l’intégrale triple qui sert b la détermination des composantes rec- 
tangulairos de l'attraction exercée par une masse quelconque M sur un point matértel 
pris au-dedans ou au-dobors de cette masse. En effet , soient a, b , c les coordonnées 
rectangulaires du point matériel dont il s’agit, x, y, z celles d’un point quelconque 
de la masse M , f{x,y,z) la densité do 51 au point {x,y,z) , et 

(74) »•= — a)’+ (7 — *)• + (î — c)’) 

la distance respective des deux points (sc, j', a) et (a, b, c). Désignons en outre 
par Ax, by, Ae dos accroissements très -petits attribués aux variables x,y, z, 
par m un élément de masse rcurermé entre six plans menés parallèlement aux plans 
coordonnés par les points (x,y,z), (x + Ax, y-^by, î-4-Ai); et su|tposons la 
masse 31 terminée par deux plans perpendiculaires è l’axe des x, deux surfaces 
cylindriques perpendiculaires au plan des x, y, et deux surfaces courbes dont les 
équations soient re.spcctiveincnt 

(7-5) x = x. , xz=X; y=y,, y = Y •, z—z^, Z^Z. 

On aura, sans erreur sensible, 

(76) m = f(x,^,î)AxA^A: ; 

et , si l’on nomme i l’attraction qu’exerceraient l’une sur l’antre deux masses repré- 
sentées par rimilé, et placées è l’unité du distance, 

(77) — = 77 

/ • 

sera la force accélératrice qui mesurera l’attraction exercée par la molécule m sur 
le point (a, b, c) placé à la distance r de cette molécule. Do plus, comme le rayon 
vecteur r, mené du point (a, 4,c) au point (x.y'.s) , formera évidemment , 
arec 1rs drmi-axes des coordonnées positives, des angles qui auront pour cosinus les trois 
rapports 

x-a dr y-b dr t-c dr 

" r da * r db * * r de * 
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( >57 ) 

les projections algébrique* de la force accélératrice dont il s’agit sur les niûmes axe* se- ' 
trouveront représentées par les trois produits 


/ d(l) 

^ ^ <■ (^-.r. *) A * = — ^ f (x, J-, a) ix ij- Aî . 


^^ 9 ) ( f(x,/,î) AxA^As = — {li- 




f(x,J',î) Ax A_y Aj , 


rf(-^) 

<■(^'.7'.*) ix A_yAî — - JJ f(x.r.a) Ax Aj-iî , 


Donc, si l’on nomme A, B ,^C les projections algébriques de la force accéléralrico 
qui mesure l’attraction exercée pa'r la masse M sur le point (a, b, c) , on aura ' 


(80) 




la valeur de S étant donnée par la formule 



(8i) 



Xf(x,y,t) 

r 


dtdjdx-i 


Or, la valeur précédente de S. étant celle que fournit l’équation (70), quand on 
suppose X = tt = », vérifiera nécessairement l’une de* équations (7a) ou (75) , ré- 
duites par cette supposition aux deux formules 


(8a) 


rf».y , d'S 

rfa* db'* 


d^S 

de"* 


(rt, 6,c) , 


( 83 ) 


d'S d'S d'S' _ 

da' db' de' ' * 


savoir, la formule (8a) , si le point [a,b,c) est situé aii-duhors do la masse M , 
et la formule ( 85 ) dans le cas contraire. En d’autres termes, on aura, dons le premier 
nas , 


( 84 ) 


dA dB dC 

■^+ 7 r+‘rfr— 
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fl dans le second 


( i58 ) 


(S5) 


dA dB dC _ 

da ' db ' de **’ 


L’éqiialioii (83) était connue depuis long-temps. Quant it réi(nation (8a) , .M. Poisson 
l'a démontrée dans lu Bulletin de la Société Philomatique de décembre i8i3j et M. Ostro- 
gradskjr a remarqué le premier qu'elle pouvait se déduire des principes que j’avais 

établis relativement h la düTérenciation sous le signe J' dans le irp'cafaierdu Journal 

de l'École royale polytechnique. 

Tout ce qui a été dit ci-dessus montre comment on doit modifier la formule (a ) , dans 
le cas où la fonction f[x,a) devient infinie pour x = a. Il serait également facile 
de trouver la correction que devrait subir cette formule, si la fonction f{x,a ) , ou 
l’une des fonctions dérivées 

df[.x,<>) <•/{*,«) 

da ’ da' ’ da’ ’ 

devenait discontinue pour x = a , en conservant néanmoins une valeur finie. Sup- 
posons, pour fixer les idées , * 

(80) /(*.«) = 

c désignant une quantité constante. Dans cette hypothèse, la fonction dérivée 


( 8 -) 


d/jx, a) 
da 


C 




deviendra discontinue pour x = a, en passant hru.-queuient de la valeur — f(a) 
è la valeur -|-f(n). De plus on trouvera généralement 


(88) 


da'* 


{-m 




f(*). 


et l’on aura en conséquence , i.* pour des valeurs paires do n , 


(8<J) 


. d"/(a.a) 


da'* 


f(x). 


î.* pour des valeurs impaires de n , 
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( ) 


(U") 


rf"/(j,g) _ , x-a 


dà» 






d’où il résulte que les dérivées d'ordre impair do J’{x,a) , prises par rapport & ta 
quantité a, olTriront toutes, pour 33 = a, une solution de continuité. Cela posé, 
si l’on fait 

(91) A= f f[x,a)dx— f f(x)dx, 

et si l’on suppose Iq valeur de a comprise entre les limites x, , X , la formule (a) 
deviendra inexacte, dès quo l’on aura n > 1. Mais, pour corriger cette formule, il 
suffira do recourir aux considérations que nous allons indiquer. 

L’équation (91) peut s’écrire comme il suit 


(9») 


A — J' e'f‘~"^t{x) dx f dx. 


Or, si l’on diflTérencic la formule (gs) plusieurs fois de suite par rapport è la quantité 
<« , on en tirera 


(93) 


HA 

da 


— J' ce’^“~’’>t{x)dx- J' te‘^‘~“^f{x)dx ,f 
• * / 

* _ é . 

I J' e^e‘^a~^^t{x)dx- j' ù* + arf'(e) , 

— J' c^t‘ "-*>t[x)ds+ J' c<s'(*-*)f(*) »/.*+ •scr*(«) + ac*f(«) , 


da4 


\ etc.::. 

sî«É^\ ^ 


S*i«: ■ W Îê^ 


On aura donc 

W) 


r\. 

da X* 


X x-a ({/[»-•)' 


{/{x-ay 


f (æ) tlx , 


de sorte que la fonniilc (ï) sera vérifiée pour «t=i. .Mais, en supposant n> 1 , 
on trouvera 
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( '4o ) 


ê 


(9^) 




da'* 


f (tSf) ’ 


ou, CO qui revient au même. 


(96) 


d'A 

da’* 


r: 


da" 


A , 


la valeur ck a étant donnée par l’équation 

(97) A = ar[f<"“’^(a) + c‘f("—*>(a) + c*(("~^>(a) + 


dans laquelle la suite 

^(98) ' f(— e*fC”-0(«), c«ff"-6)(a) , ... 

s’arrête au terme qui renforme l’une dos deux fonctions f(a), r'(u) . 
Dans le cas particulier ofi les fonctions 

f(cE). f'(x). f»,... ff"M®) 

* 

s'évanouissent pour x — a, les valeurs de 


d'A 

da' 


dU 


d‘>A 


d"‘*'A 


da' ’ da^ ’ "" da"*’ ’ 

' tirées de l’équation (93) , se réduisent à colles quo fournirait l’équation (s). 
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SUR LES FONCTIONS RÉCIPROQUES. 

i ^ aan e- i ■ 

Soit X une variatilu réfllu cl positive , et f(x) une l'uiiction quelconque de celle 
variable. Il réjulle des formules (âg) et (6o) [page lao], données pour la première 
fois par M. Fourier, que, si l’on suppose 

(•) ^{x) = l^-^y J'^ co»rx,f(r)dr, 

.on aura réciproquement 

( 3 ) f{x) = {-^y J'^ cosrx.?(r)dr; 

et que, si Ton suppose 

( 5 ) ^ z=z^-^y J' sinrx.f{r)dr , 

on aura réciproquemenl . ^ 

(/,) /-(a;) = |-ij ‘ sinra;.i(r)dr. 

On voit donc ici se uinnifester une loi de réciprocité, i.* entre les fonctions /" et y , 
•s.* entre les fonctions /' cl J> ; de telle sorte que chacune des équations (i) et (3) 
subsiste quand on échange entre elles les fonctions f cl f , ou /"et ij,. C’est pour 
celle raisou qye , dans lu Bulletin de la Société philomatique d’aoAt 1817, j’ai désigné 
les fonctions f(x) , t>(®) sous le nom de fonction» réciproqua de première espèce, et 
les fonctions f(x) , ji (x) sous lu nom de fonctions réciproque» de seconde espèce. Ces 
deux espèces de fonctions peuvent être , ainsi que les formules citées de M. Fourier , em- 
ployées avec avantage dans la solution d'un grand nombre du problèmes . et jouis.sunt de 
propriétés importantes que je vais rappeler en peu de niotî. 

D'abord, en dilTéreuclant |>lusieurs fois do suite par rapport h x réqiialion (1), 
on reconnaît facilement que, si * 

»(x) et f(x) 

sont deux fonctions réciproques de premiéro espèce , 

II.* A.saée. 1 
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( i4t ) 

f‘{jc) et 

seront encore deux fonctions réciproques de première espèce , cl qu’il en sera de loêiiie ' 
des fonctions 


Au contraire 


V"(x) 

rt 


V"(x) 

et 

.-jrVW, 

eic.,.. 




et 

( — i)*x»y; 

t'W 

et 


,"'(x) 

et 


etc.... 




et 



seront des fonctions réciproques de seconde espèce. On arriverait à des conclusions 
analogues, en diilërcnciant plusieurs fois de suite , par rapport è x , les deux membres 
de réquation (S). 

De même, en désignant par k une constante réelle, on reconnaîtra sans peine que, si 


?(*) et .fW 

sont deux fonctions réciproques de première espèce , la fonction 
' f{x)coikx 

aura pour réciproque de première espèce 

a * 

tandis que la fonction ' 

f(x) t\nkx 

aura pour réciproque de seconde espèce 

y[t/(x-è)»] - 

1 

On peut observer encore que , si /(») cl x (a:) sont deux fonctions réciproques de 
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( *45 ) 

première ou d« seconde espèce. af{x) et <iz(®) setonl réciproques de mênne es- 
pèce, O étant une constante prise è Tolonté. 

Lorsqu’on pose 


(5) f(x) r=x'"~'c~“ , 

a et ni désignant deux eunslaiitcs positives, on tire des équations (tS) de la page n4 

r(m) 


I r"”' cosrjc. dr = - 


( 6 ) 


(«’+*•) ’ 
r(m) 


cos |marclang-i , 


J -.i-jinr X. fir= sin jmarctang . 


(a*+x*) * 


Or, de ces dernières formules, comparées aux équations (■) et (3), il résulte évidem- 
ment que la fonction (5) a pour réciproque de première espèce 


(-) = coslrearctang^lzri^-ij’ ^*"^*^ ’^ r(in 


• 


(a* + x*) 

et pour réciproque de seconde espèce 


(8) +(x) = |-^j’ — sin |marcUng ~|= (~~j 
(a- + x>)“ 


- (a-XV/~i)~"-(a-t-J’Va)-~ 


at/“i 


r(m}. 


Par suite, en prenant pour b une constante réelle, on conclura sans peine, des re 
marques précédemment faites , que la fonction 

(ij) /'(x) =x"-'a-"cos6x 

a pour réciproque de première espèce 

(10) ÿ(®) = 

j1\\ [«-(é + x)t/r,]--+[o+(i + x)t/r.]--+[a-(4-x)V'r,]—> + [a + (S.x)t/:i]-~ , ^ 

Uj 4 

tandis que la fonction 

(11) f{x)~x'’~'c~“i\nbx 
a pour réciproque de seconde espèce 
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I \ I [a- + [a^■{b+x)\/T,]-^ -[a -(b-x)\/~i t<i + (*-x)j/'i )]-• , 


(7) 


r ». 


,Dans le cas parlicolier oü l’on prend tn = 1 , la fonction (5) , réduite !i la forme 

(i5) f(x)=c-‘', 

a pour réciproque de première espèce 

et pour réciproque de seconde espèce 

(*5) = 

Concevons maintenant que, dans l'équation (53) de la page io4 du premier volume, 
on pose successivement 

, Hx) r, f(-^> 

/(®)— P(3.)« • F(.x) * 

JSfl- désignant une fraction rationnelle. On en tirera , en échangeant entre elles les 
F(x) 

variables x et r , 


(.G) 

et 

(•7) 


/ f(r) rx^~ ^ ’ C~ ({r). 

CO 

f 




((F(r))) ’ 


f(.r) 


r’ li-iL* 




F(-r) 


e = ((F(-r)» ’ 


ou , ce qui revient au même , 


(. 8 ) 


/: 


fw 

F(r) 




dr = in 


y- 


rXy/~. 


(( F{-r) )) 


De plus, on conclura des formules (t6) et (18), combinées entre elles par voie d'ad 
dition et de soustraction , 
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( 145 ) 


("J) 


r” 'f-f fM , f(-)i 

/ f(r) . _, ^ ’ C’\ f(r) f(r)) 'i</~ 

^ _ ..nr*dr = . . 


ou , ce qui rerient nu même, 


(ao) 


\f 

1^0 

fM 
Kl--) ^ 

, f(--) 

^ F(-r) 

cosr®dr = ity/:7 i rsr-;- - 
-- • ! FM 

, f(-r) 1 
^ FC'--)! 

/“ 

lia. 

(FM 

f(-r) 

F(-r) 

8inrx«fr = trj/7 jia_ 

— • ♦ 1 f(r) 

j 

F(-r) j 


. rt 


/W-IM4.Ü4 


Or, il résulte êridcmmenl des équations précédentes que la fonction 
(si) 

a pour réciproque de première espèce 

(sa) y{x) = [ii.Ÿ^/r*’l[ 

tandis que la fonction 


. üüil 

F(r) f F{-r) 


(S5) 


f{x) 


iÇf) <•(-») 

F(*)^F(-») 


a pour réciproque de seconde espèce 
Conccrons enfin que l’on preone 

* * 

(î5) f(x) = e ’ . 

L'équation (i5) de la page 56 du premier volume donnera 


(o6) 


^«0 r* 1 

J ^ e * cosrxdas= *< 
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( i 4 C ) 

Par coDiëquont la fonction (iG) sc confond arec «a réciproque de prentière eapèce. Il cit 
aisé d’en conclure que la fonction 

(î/) * cos Ara: , 

a pour réciproque de première espèce 

(s8) v(i)=-i|c * 4-e ’ (. • 

Les principaux^ usage» auxquels on peut employer les fonctions réciproques , ou les 
formules de M. Fourier déjà citées, sont ceux dont nous allons faire mention. 

Premièrement elles serrent à la détermination des intégrales définies. Ainsi, par 
exemple , en prenant pour f{x) la fonction (&)., on tirera des équations (a) , (7) et (8) 


(*9) 


(a-rt/T|)-"' + (asrt/.i 

U (a-rt/r,)-"-( a 

O 


cosrxdr = 

ar(m) 


-"-(a+rtAi)— , 

— 9ID rxar Z 


a r(m) 




puis on conclura des formules (39) , combinées entre elle» par voie d’addition et de sous- 
traction . 


( 5 o) 


(ôi) 



e ar . 

(a+rv/ô)”* r(m) * * 






O . 


Ajoutons que, si l’on différencie les formules (39) , ( 3 o) ou ( 3 ») par rapport è l’une des 
quantités x ou m , ou par rapport è toutes les deux, on en déduira do nouvelles 
équations dignes de remarque. Ainsi, par exemple , en désignant par n un nombre 
entier quelconque , on trouvera 


(3 a) 



a 



X 

(n-rtéô)-*'-(aSr^/r,)-~ 


av/."i 


/ nv . . 

r'cosl — -|-rxj#^r 


ir d'*{x"*“*e^**j 

ar(m) rfx" 


r*sin[— -l^rx)(fr 
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( *47 ) 


puit, sa ayaut égar<l à 4a rorniule (a5) de la pajte 6i du premier roluoic , un tirera des 
équations (5o] et (3i), 


c désignant la constante dont Euler fait mention i In page 444 de son Calcul différen- 
tiel, et dont la valeur approchée est 0,577s 

J'ai donné les formules (sg) au commencement de 181 5, dans un Mémoire où elles 
liaient appliquées k la conversion des différences finies des puissances positives en inté- 
grales définies. On peut , au reste , opérer cette conversion en s’appuyant ou sur la for- 
mule (5o), ou sur une autre qui s’accorde avec elle, et qui a été donnée par M. Laplace. 

Lorsque, dans les équations (sg), on pose m = 1 , on obtient les formules 


férenccs finies , et les sommes dos séries , quand la loi de leurs termes est connue , en 
intégrales définies ordinaires. En effet, si l’on pose éx = A, et si l’on désigne par 
æ. , X deux valeurs de x tellement choisies que la différence X — x, soit un 
multiple de A , on aura , en vertu des équations (s) et (4) , 


r" l(g-t-rt/r.)_ ^ 





(55) 




qui ont été données par U. Laplace , et qui se trouvent comprises l’une et l’autre dans 
les équations (so). 


Les fonctions'réciproqucs peuvent encore servir à Iransfuruier Ica intégrales aux dif- 



et 



; 


De même , si l’on représente par s une variable comprise entre les limites 


I 


1 , et par a une quantité constante, on déduira «ans peine de l'équation (a) on (3) 

les sommes des séries 


(37) m, zf(x). *Y(3). elc.... 

et 

(38) f{o). .•/■(.), î-A*»), îY(3»). ''le.... 

On trouvera , par exemple , en considérant la seconde de ces deux séries , 

(3o) /'(o) + î /■(») + »'/■(*«)+••• = j * /] ( I + îcos xr 4- : • coa ï » r + . . . ) ^ (r) dr, 
et’ 

(4o) 4-'Y(®*) + “("t)"./! + 

On a d’ailleurs, en supposant e’ < i , 


(4>) < 


(> + rcosar + l’cos a xr 4-...) -)- (îsinir 4- l'sin 3 + "OV^* 

= 1 4- :e*'-''--4- 4- - 


I : 

\ i-ze‘'^-r — i. 


i-îCOSar :sto»r 

f ■ t/- 


scos»r-isinxr.|/'â i-aicosar+s" i-aicos»r + 


et par suite 

(4s) 

\ 


>4- S co»0tr ^ 2*COS = • 


I - 2 COS«r 


: 5În«r 4“ x*»ln 2ar + = 


l-azCo9«r+2* 

;9iuar 


I - 3îCos«r + i’ 


Cscln po9é . on conclura de$ formules (5g) et (4o] 

(43) Ao)4-^A«)+=Y(»«)+-=(i)’y' .-à^rxVfr- 


et 


(44) Y(-)+.Y(-^x)4- 

’ Si , dans l’équatiou (44) • on réduit : & l'unité , on trouvera 
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( «49 ) 


(45) A«) +A*«) 4- - = (-^) J H»-)-cot ^ . dr. 

Ainsi , U sommation de la série 

(46) /(a) , f(a.) . f[5») , etc.... 

«e trouTo ramenée à l’évaluation de l’intégrale définie 

( 47 ) -^{r) col ^.dr. 

A la vérité, cette intégrale a une valeur générale indéterminée, attendu que la fonction 
sous le signe ^ devient infinie , avec le facteur cot — , pour toutes les valeurs de r 
propres à vérifier l’équation 

(48) sin — = o , 

3 

et par conséquent , pour les valeurs de r de la forme 



n étant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de s’assurer, comme on le 
verra ci-après, que, dans l’équation (45), l’intégrale dont il s’agit doit être réduite è sa 
valeur principale. 

Si l’on prend 

(.)o) • î = 1 — « , 


< désignant un nombre infiniment petit , on trouvera 


(50 


/ 1 -zcosar 

1 



' - ‘ 1 ( 

1 i-arcosar+s* 

a 


9 1- 

3tcosar+2» > ’ \ 

1 <siDar 


-•) 


sinar 

1 x-ascosar+s* 

— V 

•*+(i 

-«)(»>>" ")* 


•+(i-f) ^ssin^ 


Par suite, si l’on a égard h 1a formule 
11.* AMUàK. 


a« 
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( ‘5o ) 


(5*) = i(r)dr. 

on tirera des équations (43) et (44) 

/ 

(53) -^Ao) + A“)+A*«) + 


* Jo ■’+('-)(”in")' 

'{■(rj.sinar.rfr 

J: 


(S4) A“) + A*») + 

De plus, si l’on désigne par 3 un nombre qui s’éranouisse arec i, on aura encore 


(55) 


cl 


+ 


«?(>-)rf<’ _ J J rAr)rfr 

O ‘*+('-‘)(ï«u^)‘ Ji .■+(l-.)(asio^) 

‘t{’-)dr •fMdr 

«’+(i-«)(asin J ^+3 tV(i-c)(asio^ 


r +••• • 


(56) 


/ * sj,(r)5inarrfr B 4- i}<(r)5inarrfr 

^ .• + (■-.) (asin^)’ J ^ ,. + (,..)^a,in^y 

;.(r)8iilar rfr ^ ij.(r)sin«rrfr ^ 

A ei n élanl les sommqÿ d’intégrales singulières que déterminent les équations 

(so) r* — +" 7 * — ‘. 1 ^ — , 

. ~ «• + (i-t)(asio n=ij^,s .»+Ci-.)(asin^y 

(58) B= ■)(>•) ^ "7” {.(Qrinarrfr 

J ^ «* + (i -«) ^asin n—i J i* + (i -«) ^a»>» 

et le signe i s’étendant à toutes les valeurs positires du nombre entier n. 
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( >5i ) 

D'atlleun , daac chacune dei intt^grale* qne reaferme le second meiohre 4e FéquatioB 
(55) , la fonction sous le signe ^ est le produit des deux facteurs 


, . .ry - ?<’•) 

«• + (!-«) (ïsin — 1 

dont le premier reste, pour toutes les râleurs de r comprises entre les limites de 
l’intégration , inférieur au rapport 


(59) 




Or, ce rapport sera sensiblement nul , si, i étant considéré comme infiniment petit 
du premier ordre, on prend pour i une quantité infinirocut petite d’un ordre supé- 
rieur à a , par exemple , si l’on suppose 

k 

i = ou 

Par conséquent, dans cette hypothèse, les intégrales que renferme le second ineuibre de 
la formule (55) seroüt nullcs à très-peu près, et l'on aura , sans erreur sensible . 


(6o) 


/ >“- iy(r)./r _ ^ 

O «’+(»- •)(=»‘inv)' 


Dans la mémo hypothèse , en prenant 

. anir 

r = ia, ou rr= +‘*, 

on tirera des formules ( 67 ) et (58) 








( 6 a) B. 



^n=rj_i 

t 


0 , 

£ 

nzrrec Pi 
J_ T I 

- lisailrf» 


e 

•+(•-0(7 
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puM , en réduiMiH 


( »5» ) 

izéro, ’!'(«*) à •l/(o)—o, ol l'intéi^rale 


(65) 


asdi 


à ta valeur principale, c’e»l-è-dire i zéro, l’on trouvera ilérinitiremcnl 
ou plu» simplement 


(65) 

et 

(66) 


^ = T {t ^ (-7^) + ’ (-^) +••• j ’ 

] r =0. 

n = i V * U ’ + “ *■ 


Faisons maintenant, pour aLrégcr, — ■ " = p , en sorte qu’on ait 

S 

(69) ïP = Ur. , 

Il est clair que, pour des valeurs décroissantes de c, les seconds' membres des for- 
mules (55) c( (56) convergeront vers deux limites équivalentes, la première k la quantité 


(68) 


-?(o) + î(f) + ?(ap) + ... , 


la seconde 5 la valeur principale de l’intégrale définie 

00 _ CO 

I t(r).cot— .de, 

0 /|SIQ*— O 


Donc, la formule (54) pourra être remplacée par l’équation (45), et la formule (55) 
donnera 


( 7 «) 7 /■(o) + f{a) 4 . ^(a «) + = Sllll ( y (o) + , (f) + y (, -i) + . . . 

^ « I a 

ou, ce qui revient au même. 
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( >55 ) 


(7>) -‘j-f /“(<>) + /•(=■)+/•(»*) +...|=?'j^f(o) + .(?)H-î(*?)+.-.| 

Ainsi, l’équation (71) subsiste entre les fonctions réciproques de première espèce, dési- 
gnées par les lettres f oi 1 , toutes les fois que les nombres z et ^ vérifient 
la formule (67). 

Si, dans l’équation (71) , on remplace la fonction /'(x) par le produit 

/■(x)co8»x, 

< désignant une constante réelle , on devra, en vertu d’une remarque préccdenimeut 
faite , remplacer en même temps la fonction f(x) par la denii-somuie 

et l’on aura par suite, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les limites o, fi. 

Lorsque, dans les é<[uations (71) et (75), on pose a=i, ^ se réduit è sn, 
et l’on trouve 

(74) -j-Ao) + /'(>)+/'(») + -=(ï’')’i3 ?(o)+?(»’')+?(4«)+— I . 

(?5) -l/'(o)+/'(i)co8 8 + /'(a)coss0+.. = ^-^j’|-|.(«)+T{a)t-8)+7(aR+«)+?(4ir-0)+y(4)r+!/)+.. | 

La formule (75) subsiste seulement pour les valeurs de 8 renfermées entre 1rs limites 
o, »». Si l’on y remplace l’arc 8 par l’arc 8-{-ir, on on tirera, pour toutes les 
valeurs do 8 comprises entre les limites — <r , ir 

(76) if(o)-/'(i)co8 9 + /■(») cosa 8-... = ^•~j’|Ÿ(ir-8)+y(5r+9)+y(3»-6) + 7(3ir+0) + ...|-. 

Appliquons maintenant les formules que nous venons do trouver è quelques exemples , 
et d’abord supposons les fonctions f{x ) , f(x) , >|>(x) , déterminées par les équations . 
(5) I { 7 ) . (8). Alors on tirera des formules (45) , (7 > ) et (75) , 1 en supposant m > 1 , 
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( I 54 ,) 


( 77 ) 


aj/n a , 


“ ftin |marclang “j col 


ar dr 




r(m) ' 


(«’+r*)‘ 


t_ . {a )-" + {« + ) -~ (a-3|iV/r,)-"+'{fl + a^t/ri)-" 

a a J 

I cosfm jrclijng cosfinarclanï — ) eosfmorctane 

( 78 ).( = + -J: :r^+— ^ — + — 


aa’“ (a* + ?’)’ («* + 4f) ‘ 

TF/mT i‘-** + a"—«->’- + 3 «— , .J , 


(«* + 9 ?’) ‘ 


ar(m) ( 


, (a-9v,/-)-”’+(a+«t/.-)-» . r«-(?-o)t/'.]-"+c«+(?-s)v">r" . 

+ J + ... 


( 70 ) ' 


+ • 


cos^marcl:ing-^j cos^marclang-^^j cos^marctang^^^ 
(•’ + «•)• + ■ [«’ + (f+9)']‘ 

. \ = |f“'‘*cos9a + a”'''‘«“>“*coja0» + 3'*“'«~***coi3(li+...| ; 

a.’ nn prenant m = ■ , et ajfant égard b la première dot formoloa (4a) . 


y -.» 

col—. -^^^=,r[e— +«-•“ 4 -e->— 4 -...] = — - — 
a a>+r* ^ ^ ^ **‘-i 

O 


an» * a»+f-’ ^ n»+ 4 ?‘ ^ 


a 1 

, = +e— “ + e 

a« a 




4» 


(8.) 


ffîT fl JT 

K e ? + « ^ 


P -c P 
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( >55 ) 


(8>) 


i I I 

■ + — T-rrrrrr + ■ 


û» 4 .Q* a* + (^ + 0)* a* + (S + 0)* aja 


+ +e“*‘ct‘SOx+e"’*^cosaO» + .. 


aflr naw 

.T.,~ 


aa I - atf“‘**cosO«+«"*'** «9 aan 


aOff 


9n A 

0 •' - aco5 ' ■ 

? 

Concevons mainlen«nt que l'on échange entre elles les valeurs de f{x) et de -({x) , 
déterminées par les fonnnles (5) et ( 7 ), ou les valeurs de f{x) et de ij<(a:) déler- 
rainées par le» fonnnles (5) et ( 8 ). Alors on tirera des formules (45) et ( 78 ) do nouvelles 
équations qni se réduiront , pour m=t, anx deux suivantes 

(85) • • f -, e col — dr ==- a « |-^-î 1 ^ H f- ... { , 

' ' J ^ •» |a*+K* _ a*+4ï’ a’+o*’ ' ) 

, ■ eosOa * >osaAa CosSOa a j -a® -fl(^-O) -a(5+0} ) 

a*+4«* , . a«* I J 


184) 


-a® -a(fl-8) 


■•(f-) -(t-) 


+« 




av an 

a a 

s - 1 


Les formules ( 79 ) , ( 8 a) et (84) supposent le nombre 0 renfermé entre les limites o 
et 8 = — ■. ■ - 

CoQÛdéront encore le cas où le» fonctions ^(x) , f(«) se réduisent 5 la fonction 
(a5). Faisons d’aillenrs < ^ 

(85) a» = aa”, p* = ai’, ®> = av’, 

l'éqnation ( 67 ) donnera ^ 

' ■ . . » a* = »f ■' '• 

k/ ” / ' ' 

/a \ r" *'■ J /■ sîl — I*’ — 9«* ) 

(5?) ' J * ’ ‘^'■ = (*îf) j» +* +* +...>. 

OU plus simplement* . ' . 


* ■K” 

puis l’on tirera des formules (45) ,.( 71 ), ( 73 ), 


(88) 


P* •— r* ^ — tja* i 

, j ê colffr,rfr=:ïr +« +... J ; 
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( >56 ) 


u| (Ju plus 

, -4 I *-fl* , .• - 0 ^* .) i<( * . r^* * -kh* . 

(5<»)«|— e +> +« +-"| — ^ 


+ -J, 


(go) a’|-+e ” ci.»a«T + « '**cos4ar + 






Ln (lcrniirc cqunlion suppose t<6, , ^ 

•T'fli signalé les roniinlos {71) el (89) avec U méthode par laquelle je viens de les 
éiablir , dans le Hiillc(in de la Sucit4é philomalliique d'août 1817, et j’ai développé celte 
inélhüdu dans les Leçons données en 1817 au collège de France, J'ai remarqué d’ailleurs, 
dans le Bulletin dont il s’agit, qu’on pouvait déduire immédiatement ,dè la formule (71) 
la sommation des séries qu’FnIcr a traitées dans son Introduction h l’Analyse dus infi- 
niment petits , el do plusieurs antres qui renferment les premières. Telles sont , par exem- 
ple , les séries (81) . (8a) , (84) , etc ^La formule (8g) parut digne* d’attention 

è l’auteur de la mécanique céleste, qui me dit l'avoir vérifiée par une méthode particu- 
lière , dans le cas où l’un des nombres n et è y;st très-petit. £oGn , dans le i g.* Cahier 
du Journal de l’Ecole polytechnique, et dans un Mémoire sur le calcul numérique des 
intégrales durmics , M. Poisson a reproduit les formules (71) et (89) avec leurs principales 
conséquences, eu s’appuyant aussi, pour établir la furuiulc'(7i) /surda décomposition 
’ d’une intégrale définie en intégrales singulières, c'est-à-dire, en intégrales dont chacune 
est prise entre des limites infiniment rapprochées du la variable. Üo pins, il a donné, dans 
le Mémoirc"quc jè viens de citer, la formule (go) , en la'déduisant de la formule (71). 

On pourrait encore su servir des fondions réciproques, ou des formules de M. Fouricr, 
pour l’intégration des équations au.\’ dilTérunces partielles, comme on lu fait dans la 

théorie de la chaleur, dans la. théorie dos ondes, etc Mais, ainsi que je l'ai déjà 

observé, la méthode d’intégration devient plus facile, lorsqu’aux formules dout'il s’agit 
on substitue l'équation (Di) de la page 1 ig. C'est ce que'je montrerai plus en détail daûs 
un autre article. 
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SUR LA TRANSFORMATION ^ES FONCTIONS. 

lÆ PLUSIEURS VARU3LES EIN JINTÉGRAiES MULXJPXJESr . 


‘ ' yv ■■• . 

, ■ ■* ' ■ ■* . . .? . , 

I J’aiùprécéAteOiMeat'ijrdi^ué'tej nioyoos detransfonnDr inK/pqc^'on^^u(^coDquc'dib V> 

variable x . en une inlégralo douLfe, dans laquelle cette foncklon i^mplatée par 
' dei cxponcDlicIlea dont, les exposants nécis ou imaginaires étaient du premier degré par 
rapporté x. L«s formules auxqucDcs )ê suis parreou 'de' celte ’manierd pcuFcQt ^rc 
fadteroeot étendues an cas qjhVop tt proposerait de lranttoriucr,^n une intégfale multiple 
upo fonction do plusieurs variabler indépendantes x,'y, z\... Cesi ce quo je rais 
Mpliqwcr en p^ de n»ots. ' J.., . >4* • . •'* .ÎV,.ÿ| I» 

Si. dans les équations (4o) et (5i)‘des pages l ) 8 ; oLi 19 , jui é«it 
ap lipia do f{x), r.ot /*, ^on trouvera, pour toutes les valeur! do . ;e . renfermées 
entre les limites • t , , * .iw.’»]’ r- 

et. pour des valeurs quelcoabucs de ' i 

' ‘ - .\- .« 

,W. , • • f ‘ ' * ' 

-, -Il .• ,.l ,,q_ 

,Ccla posé , si l’on dés.igne par ’’ uno'faiectiaiD'dés deut variables indép^dantos 
. on .tirera de l’équation (i) , 1 ;* pour toutes les valeurs 'dé sc_'*'4'Mlfi»rtn'ér'4 
eatec les limites .x',,:X, '' . j. .. i ^ i 

( 3 ) \ 

* •■‘t 

a.Vpour toaleaJes vaienrs de y renfermées «(itfe les' limites ..K J/ . C " ' • 


« ,# aiç v' 


* *: 


Dune par suite, sp aura, pour des valeurs des'Tériables x\ y renfermées entre les 
limilei x=zx,;x — X-, y=.y,, y=.Y , i 

'11.' Airnéa. • ' tt ' 
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( *58 ) 




' 1» '" 
' • > 

P«r dêi raisomtefflents «emblabics applrquéa & une foodion do' m TariabUs x, y, 
c,... OD établirait généralement la formule 

<6) f{x,y.t....) = 

• . .. . • •' è • 

l'I . » ,t I ^ ^ 

qui tub^îste pour des valeurs- de as» f,a>.« renfermées, entre les limites 

i ‘ ♦ ‘ ^ ■ y ^ ^ • ■ ‘ l 

■ ‘* = x,,“œ==-Ï! ' y=y •• * = r.’. î = Z;' eic..., ’ 

et dans laquelle les intégrales relatiros aux variables auxiliaires a, f-, 7 sont 

prises entre les limites — so ■ 4 - «o • , - .1, . 

Si les quantités , y. , i.... se réduisaient i — ôo , et les quantités X.Y, 
Z',..- b • 4 -'». on trouverait, pour des valeurs quelconques des variables x,r,z,.l. 

■ ■ s • ‘ ‘ ^ ■ • 

(yf ' - * ■ • /(*, J-, J, ' •. . 

J.. , . . , , ... 

‘ • «U • 

On étendrait avec la même facilité b des fonctions de plusieurs variables les formules 
ls 7 l^( 56 )', (48), ( 5 o), ( 5 -j), (62). (C9), (78) des pages 1 iG et suivantes. Ainsi, par 
exemplp,en partant de la formule (Sa) [pa^e tao], on trouverait , pour des valeurs 
quelconque^ des variables réelles x, y, z',-.T et des constantes réelles^ c. ... 


(8) 


•,!i 


/(®. J'. */•••')= , . 


«ér.. .. f^J' -J' ^ ../{l,^Vf..)dX4iiLdi..datlpdj.. 


• dadbdc,, 

’ .. ... 


. 1 


, •• y , . 

. . f ' . . 


.'.i : f ■ • . 
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SUR L’ANALOGIE DES PUISSANCES ET DES DIFFÉRËN(ÎES. 




S 1 ." Comidiratioru ginirale*.' 

' * -î .. 


On a reconnu dcpuU !ong-temps l’analogrc qui existe entre lea puissances et 1rs dif- 
férences des divers ordres finies ou infiniment petites. En suivant celte analogie / et 
emplojant uno seule caractéristique placés devant une fonction de se, pour indiquer 
la fonction dérivée, puis, sc servant de caractéristiques dilTércntes a, p,. y,... pla- 
cées devant une fonction ' d' de plusieurs variables x,' y! t , pour indiquer les 
dérivées de u relatives il ces diverses "variables , on se trouve naturellement conduit k 
représenter une fonction linéaire do u . et do kes dérivées successives d'un nrdee égal 
ou inférieur h m, por un produit de la forme ' ’ " 


(>) 




■ .!! 
; tt 


/(«, P, y.-*)' désignant nne fonction entière du degré tn. '’En étendant celte nota- 
tion au cas oii le degré m devient infini , M. Brisson est parvenu il exprimer les inté- 
grales des équations linéaires h coefiieients constants, avec ou sans dernier terme.vsriable, 
par des formules svinbuliques * qui méritent d’étro'rèmarqiiées* rt qu’il a exposées' dans 
deux Mémoires portant les datcs.de mai iSsi'ct de novembre iSvâ. Le ménte autour 
observe que, si la fonctinu yi—) n’est pas développable en série ordonnée 

suivant les puissances ascendantes, entières et positives de a,p,y,..,, on pouitk dés 
. vclopper cette fonction d'une autre manière, par' exemple, eA nne série dont lesdîfTé- 
rcnls termes seront proportionnels aux puissaAccs négatires'de «, p, et, pour 

fixer, dans ce dernier cas, le sens du la notation (i), iVpVoposc de considérée, ainsi 
qu’on l'avait déjà fait, les caractéristiques aflectées d’exposants négatifs comme indi- 
quant des dérivées d’ordres négatifs, c'est-à-dIre des intégrales des divers ordres. Enfio , 


r t. 


* fonr empêcher qoe Texpreuioo (i) oe puiiee être confbodae evec vd véritable produit , M. DrtMoo reoferae 
•Btre deux croebett, Tuo aupcr^uri Tautre ioférieur, lafoDctioQ 7).#.} qo'U place aprèa ia lettre «, 

afoéi qo^il ^«il ♦ • ' i , . ’ ! • 

• • ^ .* .»- • * I . .'lu r . it • * ! • 

r 
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dans le Mémoire de i 8 a 3 , M. Brision a indiqué la transformation de l'expression (i) en 
iiité^Tdliéa iMfiHftid pér 4 b tBéoréoin <H! M- Fouricr consoae- an dçtkiér !ntoyeii propre ir 
fairè connaUro la râleur de l'expression dont il s’agit. Cotte trausformatioo , appliquée 
nux fornuilrs symboliques qui représentent les intégrales des équations linéaires aux 
ilüTérenccs -partielles , reproduit les fbrmulos qu’on a obtenues dans les problèmes des 
ondes, de la chaleur, des plaques vibrantes, etc...,, et celles que j’ai données dans le 
ig.' cahier dû Journal de l'Ecole Royale Polytechnique. Bu plus, lorsque la fonction 
y(«,g,y,...) cesse d'être entière, U est aisé do voir, i.* qu’on no saurait établir la 
conrergenco des séries, danslesquellcsl’expression {i) peut être développée, indépendam- 
ment dp la voleur attribnée.li la fonction u; s.* que , parmi les divers développements,, 
lea uns te composent do termes dont les valeurs sont complètement déterminées, et les 
aiiUes'de tenues qui renfenucnl des constantes arbitraires, d'où il résulte que ocs dé- 
veloppements fuurnisscnt, pour l’expression (i), diverses valeurs qui n’ont pas toutes 
le même degré de généralilé. ün doit même observer que ira développements qui ont 
pour bccmcssuccosiiis des intégrales des divers ordres, renferment une inCnité de cons- 
tantes arbitraires. Il suit do CCS réflexions que t'usnge des dévcluppemeuls en séries laisse 
subsister beaucoup d’incertitude sur le sens de la notation (i), et sur lo d^ré de 
néralit^ qu’elle comporte, dans Iccasob la fonction y(*,?,7,---y cesse d’être entière , 
cl devient , par exemple , irrationnelle. Cet incouvênient paraît s’opposer h ce qu’on 
adopte généralement la notation (i), en y .considérant >,p,7,... coniinp de vérita- 
taUcs caracléi-isliqucs, et attribuant une valeur quelconque è |a fonction y(>,^,7,--<)- 
ToutcCeisil m’a semblé qu’on ponvaitprooprer au calcul ipfinitésimal , ainsi qu’au calcul 
de| difléroncos finies, la plupart des avantages que oelte notation présente , et même sim - ' 
pliGer encore les formules relatives è l’iMégruGon des équations linéaires . en substituant 
à la; notation (i) d’autres nolàlions tlu mêmc’gènre, établics^do manière è recevoir, 
daiw tous l|s cas, une interprétation claire et précise. Tel est l’objet qnc je me suis 
propoté .dans plusieurs paragraplics dos Mémoires présentés -b l’Académie llnyale des 
Scicaiccs le aj décembre tSa 4 ,.cl lu. 17 ÿauvier iSsâ, Parmi les diverses notations que 
l’on. peut emplpycr pour ariivcr b.ce bnt,. celles que je vais ‘indiqpcr me paraissent de- 
voir ûLus adoptécs.de pniféieneei , 

ihlli : . 

-I ’ ■ ' . • -, ^ . ' 

s s. Sur fcs différcnct» /tnte* ou infiniment petitee dtt fonctions ifune seule variable. 


l.l > • • ’ • ,r • , • .i •» ’* 1 'If 

Soient y= f[x) une fonction de la variable indépendante x, &x=^k la dif- 
féronco finie de celte même t'ariable, -et n un nombre entier quelconque. Je dési- 
gnerai ' 
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(■) 


ày 

( par Dy ou la fonction d4r»w5c ^ 

• jmtÊ' * • • 

par tky ou a,/ .... la düKrenco finie . • 

^ fi’^y 

par D'y ou la foBctiondériïéodorordl» », savoir, 

par ^’y ou V^'... la diflerence finie, do nf“ordr«,' de la fonction y. 


Soient do pli|» F(«) , f C») , Ff». , f (», ?) ’dts fonctions- enlièrea- de* oania^eo- «, ti 
et A un coefficient constant. Je représcnteril par les nolations- a, . ■ i, i -• • 


U) 


¥{D)y, ' F(a)j'.l . 


(‘il 


les/onctioiM linéaires do, y, Dy, iy . D'y, &Dy. ik'y,.., auj^fllI.OK oo pî.^ieM- 
quand , après avoir déocloppé ica expressions (a) en termes de la forme - , 


( 5 ) 


.AD-X'y.. _ V 


. é « 

on considère B- et A comme do véritabtea-caraetérittiques ; et je. désigntrai par . 

' " ' ■ . ' . -T ' ■ ' • 


f(P) 


le« Toleurs de a, propres h vérifier les éqyalioqt 

. -T 1 , . * ï ’t - f . .\;r; 

(5).. F(Z))«^f(0)'./(ai. F(i) O :^f(i). /(*),'_ ■F(ü.alm-==f(fl,A)./(iey,.‘ 

V' . ^ i ' 

f ' 

Cela pqsé, on établira aisément les formules 




(6) 


F(2j)_[f(0)./^ = [P(Zj).^f(Ô)]^ ■ 

F(I>.A)[f(D, A)^ /(a,)] ==*[P(D;a). ^ f ( 1 ). A)tF(/)lA)./(*)jr'^ 


et. comme, en attribuant an ■cocflmlenl ;» uoo valeur constante, soit réelle, suit 
imaginaire , on aura évidemment ' 


(7) 


.D'c' 


{9>y\ AT «'•' = («;■». 


(g) (lo) A"[c--^/(x)] = + A) 

'* ■ -jîfh.ir -I. A- :I 


. on trouvera encore 


( i6» ) . 

(il) F(D).«” = *’-'P(r), F(a)»'-' = »’-'F(«'‘-i),’ F(D,4)*'-*=i'*F(r,«'‘-i), 

•• F{D)[e'~f[x)] = e'--F{r+D)f{x). 

(li) = ']/(*). • •• . * • 

Ajoutont ijii’il ett bcile de traotformer cbaeane do expreisioos (i) en iiité^le donble. 
En effet, on a généralement (roy. l’équetion (a) de rorlicle précédent] 

(iî) . ' ■ 

* . . < * • 

Qr , on tire de la formule (i S) comLinde arec les équation* (7) et (8) . ’ 


(i4)^ 


• F(4)/(x) = ^ /_* ^).f(\)d<,d\. 

[ F(Z),4)/(x) = - *)-/(^) 


Ainsi, chacune de* expressions (s) peut être conrertie en une intégrale double ds la 
forme' ' ' t * , 


(. 5 ) 




r(a) désignant une fonction, entière de « et de rexponcnliellc 

Dans le cas où f(z) doricnt une fonctièn quelconque, l'intégrale (iS] continue k 
jouir de propriétés importacics , dont nous ferons un fréquent usage. Nous allons en 
exposer ici quelques-unes , et , pour abréger, nou* désignerons l’intégralo dont D s'agit 
par la notation , . < 

(•6) . *V' 

en sorte qu’on-aura Identiqueinent 

Cela posé , soit a une constante réelle. Si, dans l'équation (17) , on remplace f(x) 
par e“*l'^‘ , -on trouvera 
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( >65 ) 


(|8) ~7irJ J ® 

D’ailleurs , si , daçs la formule ( > 5) , on échange entre ellos. les rariables a et l , et 
si l’on, y remplace en même temps x par a, on en tirera 




puU« en poiaot 


îl*»*! 


’ ■ ' i. / ' . ■ ' ' ■ ■ 

• ax^/Ti * > r" r «t(Æ->)vi •/ \'j J, 

« * « e(a)d*<fx. 


On aura donc déiinitiicment 

‘ V I 

(*^9) . . ■ . ' 


'.'h r 


f(«)« \ ' t(<*) 


Soient maintenant à, b, c; plusieurs constantes réelles , r(a)>* x(*). 

fonctions quelconques de la variable' x , cl A, H , t/ des coelücieitia réels ots: 

imaginaires. On tirera immédiatement de. l’équation (iq) >■ *, 


(so) 


a ' - » “ 


= ^ .« '.»(“) +^e '^•‘?W + Ce , *fCc).+ —’/ „ 

•• ^^^1 **W ♦ '' a I N^ls Otii ^ i 

et par suite ' • 

(»i) f(a).ïe. i ,i<; 

4 ^ 

le signe Z indiquant une somme de termes semblables au produit - '' ; 

■' • aal/r, . I «jél/T, . 1 

On trouvera de même , en>déslgnaDt j^r deux Valeurs distinctes de la quantité - 

r supposée réelle, et par Ar un élément do la difl'ércnce ü — r,, * 


(*») 


V (a) I e’’* X (r) A r = Z e ? (r) x (r) A r 




• I »»..v ' •» 

lé signe z s'étendant à tous les éléments de /t — r.; puis on en conclura, i.' en ' 
faisant décroître ces élémonta au-delà de toute limite,.. /ÿ -.,. ^ 


Digitizod by Google 


. :( m ) ■ . 

fc* «B ^re*aal K = — “» = «® , ' ■ /’• ; . ; ^ ' 

(»4) tW s '•’^"‘^‘x(r)dr=J'_y‘^'f{r)y(r)dr. 

...”"’ * • 

Comme (RiHire d’ailleurt de l’équalion ( 17 ) , eo remplaçaot la fonction .f par la fonc- 
tion X • 1 “ lettre « par la lettre r dans k second membre , 

on trouvera , en ayant 6 gard à la formule (a4)> . ■ . ^ 


a- 


• » W W-)/ti)] = T Z W/(X) 4rdi 




■a 

/Sir •/ — 


" r(*-i)Vn 
c _ ♦ 


(s 8 ) 


■‘T(r)xf*-)/(X)rfrWX. 

liêTS %/ •••»»/ -^m 

on pins' simptement ^ , 

(* 7 ) / TW[xW/(ï)]=VW•^W]V(^)• 

*■. '*" • 

De même , 'comdae on aura , en désignent pqp a une coBstantc réelle , 

* ^ ardl. * 

' ' air %/ — • — « 

•V • . • . • . 

OD trouTert ^encore . . ^ . 

\ •. *s.*r*t. *• 

OU plai Bimplement ' * 

(3o)!. t(«)[«‘'**^’‘z(«)/(»)!1 = «**'^‘[î('‘ + “)z(“)]/(*)- 

Les formules (î;) et (5o) eipriraest data pt>#pi*iilfai rcmarqurftlss de la «bnclson de 


(* 9 ) 
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(f 6 S) 

c raprésentée par la notation (i6). Dana le cas particulier oü la fonction f eit en- 
tière, il suffirait, pour établir cet mêmes propriétés, de combiner les premières des 
formules (G) et (ta) arec la première des équations (i4). En eflet , lorsqu’on fait usage 
de la BoUtion (i 6 ), les équations (i 4 ) se réduisent è 

i i t ' • 

F(/))/(*)=F(av/:r)/(ï) . . • e 

‘ 

F(a)/(«)=F(a*“^*-i)/(i), 

' F(2), af/(aî) = f(«v^: 7, - i)/(x) . 



Par toile, les équations ( 6 ) et (is) donneront 


(3s) 


et 


(53) 


/ F(.j/:T)[f(.ir:)/(i)]=:[F(.v/r:)r(-v/n-))/(x). 

F(«*“^^.)[f(e*“’^^.)/(ï)]==[F(e*“'^^.>(e*“‘^‘-.)k^ 
F(«vC.e*“^‘- t)[f(.i/rr.a'^'^‘- i)/(î)] 

F(-v^ [a '■-V(i)]= + -V^)/(i) . 

f(c*“V^‘ _ 0[.^ V(î)]= ,]/(i) , 

• a 

(F(«\/”,e**^' — i)[e'^' /{!)]== o’’*F[r + «vC,e*^'^'^‘^ — i]/(x). 


Or, si l’on pose 


F(avO = T(<«). f(.v/rr)=x(«), r = a^. 

y (a), x(*) seront des fonctions entières de a; et la première des formules (3s) te 
réduira immédiatement è l'équation (S 7 ) , tandis qne la première des formules (33) , 
réduite è i’équatioo (3o) , subsistera non-seulement peur des râleurs réelles, mais encore 
pour des râleurs imaginaires de la constante a. ■ 


. . ; .1 - l I; 


II.' AKaèr. 


SS 
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§ 3. Sur lu diffirencu finiuou infiniment petUa du foneliont depiusieun variables 

indépendantu. 


Il Mt facile de Toir coniment le« noUtiooa admitca daos le paragraphe précédent 
peurent être élenduca au cas oü l’on cenaidèce une feoction de plusieurs variables in- 
dépendantes X, y, Z,... t. En effet, soient 

(i) ' u = /{x,jr,z,...t) 

une semblable fonction , — * r - 


éx=A, Ayszkt Azxsl,.^ 


les différenoes Enies-des rerUbles et n on nombre entier quelcon- 

que. vertu des conventions ci-dessus adoptées [pages i6i et i6s], on devra évidem- 
ment employer les ooractérisKqaes . , 


D., 

Dr, 

D„ 

... D,i 

D.‘, 

Or', 

••• fil* ) 

etc... 


DrS 

D/,. 

.. A", 

et 

A/. 

û., 

•SS y 

é,*, 

‘‘7*. 

ar^s, J 

etc... 

A,*, 

A/", 

A.*, 

... A,", 


placées devant la fonction u pour indiquer les dérivées partielles et les dilférences 
finies de u, du peemisr, du second,... du ordrâ, prises par rapport aux diverses 

variables indépendantes. De plus , si d’ào désigne par 

! . . " 1 

I S ' s.. . I 

des fonctions entières des variables a,p,7,...9i X, f>, « , ... t , par A un coef- 
ficient constant , et par m , n p, q des nombres entiers quelconques , on devra 
se servir des expressions 


(>) 



F(fia'i DjyDtp sas Dty A,, 

... At)tt 

cl 

(3) 

il . . . 

• i > ‘ 


* r - . ' ; 

.'fif y&f, 

..Af) 

V M 



F(X?xi fi/ f fi»j»« 

• fio^x) A/} Asp . 

..A,) 


pour indiquer, i.* la fonction linéaire de u et de set dérivées ou différences partielles 
finies ou infiniment petites mêlées ou non mêlées, è laquelle on parvient quand, après 
avoir développé l’expression (s) en termes de la forme 
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( 16 ; ) 

00 contidère Da", &/... çonuno do réritablet carsctërwliqnet , >.* la 

valeur générale de v propre à vérifier l’équatieo aux dillércnces méléca et partirllea 

1 . I 

(5) F(iJai Djrf Dm9 ... Dt J A/> ... A() e ({DxfD^fDty ... Dti Oa) A,,.„ A() M. 

Enfin , li l’on désigne par 

( 6 ) 

une fonction quelconque des variables a,^> 7 ...C, on devra employer h ootatfon ' 

(?) 

dans laquelle la lettre « se rapporte à la variable ce , la lettre p k la variable y,. 
etc... pour représenter l’intégrale multiple 

^ «/ — • air air av 

en sorte qu’on aura identiquement 
(g) 7(«,P,...#)_/(»,y,..,î)2= 


4tiit 
»K an " an 


Cela posé , en généralisant les formules (6) , (i i) et (i a) du paragraphe a , et attribuant 

aux coefficients r, s des valeurs constkntes réelles ou imaginaires , on établira 

(acilensent les équations 

= ({Dxi £)/|... /)f >4, [F(Dxj Djf »/)||4x,4^, ... 4/)^(eyy}Sy ... t 

“ [f(f^xi j4x,4jr,... 4(^.F(Dx,D_y J... Dtt^xfàjr , ... 4i)]y(»jjrj*,.../) . 

(.0 
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('*) F(/),,Z), + ï+ 

* fL*" H- + Z).T, ... e (i+4^) — i,e (• +*/)— i,..."Jy'(a:,jr... J. 

De plaâ , comme oa aura , en rertu de l’équation ( 7 ) de l’article précédent , 

('*) f{x,y,,„t) = 

r~ /-/T N <'M(‘ didr 

J 2" J * * •••« — H-—-:: — • 

ajrairair 

on trourera encore • 


04) 


F(D,,Dj, ... &x,^n.,.)f{x,y , ...) = 


les ÎDlégralîoDs étant toutes efiectnées entre les Hmites — oo , oo ; puis on tirera 
de la fonnnie (i 4 ) , en faisant usage de la notation { 7 ) , 

« • 

Soient maintenant a, b, a,... dea conitantoa réelles , et y(a,?,y,...) xO*P> ?.•••) 
des fonctions quelconques des variables a, p, v^.... Supposons d’ailleurs que l’on 
continue de représenter par la lettre F une fonction entière , et par r, a,.... des 
coefficients constants, soit réels, soit imaginaires. En généralisant les formules (> 9 ). 
(* 7 ) > (3°) et (33) du paragraphe s , on établira sans peine les équations 

Ol>) y{o,p,y,...)« =* v(o 4,0,...) ; 


(' 7 ) t(*>Pj 7> •••)[z(*»P>V>—)y(x» y»»|.")] — [?(“iP»7>.")z(“>?»7»*..)]y(»»j'i7,...) 

(. 8 ) 


r(a,p, 7 , ...)[« x(“»P.7»-)/(-r.7.*.—)) = 


(•X 4- 4y .f CI 4- ...) 


[7(a + B,*+p,c+7,,..)x(«,p,7,...)/(i,y,i,..,)], 


t'9) 


F(.v/r„p,/5 )[.'■*■'*■/(;, 
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Je tenninerai cet article en indiquant le parti qu’on peut tirer de plusieurs des notations 
et formules ci-dessus établies pour l’intégration des équations linéaires à coeflicients 
constants. . - 


$ 4- Sur Cemploi det caraelérUtique» D et A dans Cintigration des équations 
linéaires, aux différences finies ou infiniment petites, mêlées ou non mêlées , et à 
eoe/fieients constants. 

Les principes cl- dessus établis relativement aux caractéristiques Z) et a , fournis- 
sent le mojen de représenter les intégrales des équations linéaires à coefficients constants 
par des formules symboliques du genre do celles que M. Brisson a obtenues. On peut 
en effet y parvenir dans un grand nombre de cas à l’aide de deux méthodes différentes, 

déjk employées par ce géomètre , et que je vais raproduiro avec quelques modifications. 

* 

La première méthode est fondée sur la remarque suivante. 

Soit 


une équation linéaire à coefficients constants et avec un dernier terme variable entre la 
variable principale u et les variables indépendantes x,^jr,,..t. Si la fonction en- 
tière désignée par F peut être décomposée en deux facteurs de même nature qu’elle , 
si l’on a , par exemple , 

t 


(a) ..D, A,, A A,), 


on pourra évidemment substituer è l’équation (i) le système des deux équations linéaires 

- - » 

(3) Dt,a,, A,,...A<)s = y(ai,jr,.,.r) 

C 47 F •“ ... A, ji/ & V J 


qui seront l’une et l’autre d’un ordre moins élevé. Si les fonctions entières , désignées 

par F,, Fr, sont ellet-métnes déoomposables en facteurs , l’intégration de la formule 
(i), ou, ce qui revient au même, l'intégration des formules (5) , (4) pourra être encore 
réduis è celle d’autres formules du même genre, mais d’un ordre inférieur. On arriverait 
d’ailleurs directement è la même conclusion, en observant que , si la fonction F est, 
décomposable en plusieurs fonctions entières désignées par F,, F, ,.„F,_,, F., Ia> 
Carmule (i) pourra être remplacée par le système des équations linéaires- 


N 


\ 
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|Ajr J A^ Al) H«--t — Un— I , ^ 

eic... , 

F*— i(Z)^ Axy Ar|.*< A|) U, s y 

Al^Af y A^ÿ**«». Af)us Ks J 

qui devront Être intégrée* dan* l’ordre oü elle* *e présentent ici. 

Cela posé, il eit clair que, si la fnnction F, étant da degré n , on peut la dé- 
composer en fonctions dn premier degré, l’intégration do h formnlc (i) pourra être 
rédeitc k fintégration de n équation* linéaire* du premier ordre. Donc afors, en sup- 
posant connue* le* intégrale* générale* des équations linéaires dn premier ordre, on par- 
viendra sans peine ft l’intégrale géjjéralo de l’équation (i). ‘ 

Pour montrer le parü qu'on peut tirer de l’obscrration précédente, considérons d'a- 
bord une équation difliérenticlle linéaire et i cocfllcieots constant* , entre la variable ic 
et une fonction jr de cettp variable. Si l’équation donnée est du premier ordre , alors , 
en désignant par un cooiCcieot constant , on pourra la présenter sous l’une des 
formes 

(6) • (a — r)js=/(iy, (7) ^ — rjr — /(x). 

et son intégrale générale sera 

(8) . = e— /(*)d*. , 

ou, ce qui revient au méone, 

(9) ^ y = *'* { dx + g} . 

X. désignant une valeur particulière de la variable x. Mai*, si l’équation proposée 
est de l’ordre n et de la forme 



(10) 


rf-j- 

»•— +«.-5prrr + 


d*" 


+ ••• + ®— ^ + “•/ == /w 


alors, en faisant, pour abréger. 




(1 0 F(r) =«.r" -|-o,r"-* -J- a.r’-* a«_,r -J- «„ , 
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el désignant par r, l«a yaleur» rénllea ou imaginaires de r propres i sé- 

riüer J’équalion 

(i*) F(r)mo, -.1 • 

on pourra iuliilituer à la fonoolo (lo) l’une quelconque des dent suivantes 

(• 5 ) ‘ ■ 

(.4) (Z)-r.)(D_r,)...(B-n) = ^. 

I 

Or , pour intégrer la dernière , il suffit de poser successivement 

(û — ' 

(|5) I etc..., 

<D— n_.)r.=r» 

(D— r.)jf =jr,s " ' 

. ~ \ 

et il est clair que les valeurs de > jr, , j ,> propres k vérifier les équa- 

tions (i 5 ), s’obtiendront aussi facilement que la valeur de y propre à vérifier la for- 
mule (6). 

I 

Il est importauit (^observer que les valeurs de 7.7., déduites des équations 
(lâ) renfermeront en général des intégrales multiples. Mais on pourra toujours remplacer 
ces intégrales multiples par des intégrales simples; et, pour 7 parvenir, il suffira de 
recourir k l’intégration par parties , c’eal-k-dire, k la formule 

e . * * . ‘ 1 

(t6) J' udv = uv — J* vdtt. 

1 ." Extmfk- &Nt donnée Réquotion difEéreatmlle - , ' ; - ‘ 


{‘7) 

ou 

(. 8 ) 

Comme on aura 


■S— 


(fl* -1)7 = /(,). 


Digitized by Google 



■ ( « 7 » ) 

/)•— i = (0 — i)(Z)+0. 

on poorra lubatitaer k l’équation (17) le'iyit&me de* deux formule* 


(19) {D—\)» = f{x), (D + \)y = ti 

ou , eu d’autre* terme* , le «j*time de* deux équation* 

(* 0 ) = /(»). = 

Or on tirera de ce* dernière* 

/ 

(*i) * = dx . y = e~‘ J'*e‘dx , 

et par *uite ' 

(sa) y = f^* J' «-'/(*) dxjdx. 

Si maintenant on reut décomposer en intégrale* simple* l’intégrale double que renferme 
la râleur précédente de y, il suffira de poser dan* l’équation (16) 

« = J' t"~’ f{x) dx , dv=ie'‘dxi 

Alors en effet on trouvera 


«~'/(®)dxj <fx= e*'^ t~*f{x)dx — -^j' t‘f{x) dx; 
et l'on en conclura . 

(aS) y = -^»\J' f~*f{p))dx—-^e~‘j'»'f(x)dx, 

on, ce qui revient au même, ' 


(> 4 ) 


7 = ^ e* jy^e— /(*)<<* + e — . 


0 f O' désignant deux constantes arbitraire* , et x. une valeur particulière de la 
variable x. 

a.* Exemple, Soit donnée l’équation différentielle , 


(aS) 


ds' ds 


+7 = /(*)' 
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ou 

(. 6 ) . ■ 
Comme od aura 


( 178 ) 

*r 

D‘ — 3Ï)+i={D—jY, 


on pourra iubililuer è l’éipiation (aS) le système des doux fomule* 
(*7) • (D—t)z~/{x), (D — i)y=z. 

ou, eo d autres termes, le système des deux équations 




(s8) 

Or 00 tirera de ces dernières , en désignant par © , ©' deux cooilantes arbitraires , 

, , • •Vr -I 

(''S) .. î=e*.M e-'/(x)tlai4-0j . 

' . • . r <■ - ■ 

( 5 o) + C'I . 


puis, en remettant ^ani la formule ( 3 o) . b la place du produit ta"'*, sa râleur tirée 
de la formule {ag] , ' • - • 

(3i) ^==e'|c®4-è'+^/] y e“'/(*)dx*| . • 

Comme' on -trouve d'ailleurs , en intégrant par parties, - - 

' 5 a) y* y e~’f(x)dx''=.x J' e~‘f(x)dx — ■ J' xe~‘/{x)dx , 

••• = f [x — zye—f(t)d:, 

on pourra encore remplacer l’équation ( 3 1 ) par la suivante 
( 33 ) ' j' = c'|0a: + 0'4-y (x — î)e-'/(j)<<*j 

i V ♦ 

Cejtc dernière s'accorde avec la formule (17) de la page ao 4 du premier rolunic. 
Revenons ^ l'équation (10). Si l’on y pose' .n = a , elle deviendra 

II.' Axxèa. aô 


Digitized by Google 


( *74 ) 


(•> 4 ) ■ 


fi*y df 


Cl son intn^riie j:énéraJc, fourni^ par la méthode que nous venons d’exposer» sera 
T (»‘i •»*■)*/ /* -^»49 \ 

(35) y= — e je \Je f(x)ilx\dx, 

r, , r, désignant les racines do l’équation algébrique 

(3ü) . ' , , * («,r* + a, r 4* O, — O. , ^ 

% 

De plus, b l'aide de l’intégration par parties, la formule (5S) pourra être réduite b 




da: > , 


ou» ce qui revient au même» à 
(38) 




On iloit sndement excepter le casoü l’on aurait r, = r, . Alors l’équation (55) pren- 
drait la forme suivante 

(âg) ^ - y=z-^e'’ ffe-'’f(x)dx‘, 

et l’intégration par parties donnerait ’ 

(4o) y = ^^yxJ'e-''‘f{x)dx—Çxc-'‘f\x)dx^, 

ou , ce qui revient au même , ** 

{40 A'=-^jc^+e'+/\*-o*-"/(o^--|. 

9 • 

Kn restituant au nombre entier n., dans l’équation (lo) , nue salcur qucicunq'ue , 
un tirera des formules (i 5) - ■ « 
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m 


Telle sera la valeur. générale Ja y, exprimée par une Inlégrole mulliple. que 1 on 
pourra décomposer on intégrales simples k 1 aide de I intégration par paftiis. 

Dana le cas particulier oii . U^s racines r. , r, ... r„ élanl égales outre elles . on 
suppose J-. — O. l’équation tm)peut être présentée sous l’imc quelconque des formes 


' rf"Y. rf»— y n(n-i) J' 

‘ -ne . H — rr~ 


(43) 


ilx" 


rfx*" 


dx"-' 


je JliîLlll r»-> — 3: — r"“‘ ~± >■"/ = /(*) » 

. i.a dx' ^ I àx 

.*■ 

(/i4) ■ ' (D — r)"/t=/(®) . . • . ^ 

rl la valeur générale de y sr réduit à . 

(43) y = c'‘ff...f c-'^nx)dx-. . 

De plus, en intégrant par parties, on lire de la formule (43) • 

(46) \ y 

—111— L- - f ■-'‘/{r) dx - — a>— f ce- 'f{x) <ir + .. =t fx—i- 'J {x)dx \ . 
1. »..(«-!) ( _ 

puis on en conclut, en mettant les couslanlcs arbitraires en évidence. 

f 

(4;) y=xe^' je»:"- 1 + 0'""'*+/ ! • 

Considérons maintenant une équation linéaire aux différences finies et à cocfUcienls 
•constants entre une variable x et une fonction y de celte variable. S. I equal.on 
donnée est du premier ordre, en pourra la présenter sous l’une des formes 


(48) (i-r)j=./‘(‘t)- 

el son intégrale générale sera 


ou , (4o) i.r— '■r=.A*). 
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r une foüclion périodique, 

. dont la râleur ne change pas quand x reçoit peur accroissement un 
«nuit, pie de h. Au contraire , si l’équation donnée e«l de l’ordre n et do la forme 


(5.) 


a. â-7 + a. A” - J. + a. A.-.j, + -f , a^ 4. ^ 


(53) ^ (4-^.)(A — r.)...(A-r„)j'=Z(fI. . . 

Or , pour intégrer la dernière , il suffira de poser successirement 


(-i — 


/(») 



( 54 ) 


et il est clair que les râleurs de r»_. . r. .. r > nrim.,.. i ^ r ■ ■ 

.• 'U.- J • , .? ‘ ' /• propre» è vérifier les équa- 

tion. 54 . s obtiendront aussi facilement que la râleur de y propre à rérifier la for- 
mulo (4°)* 

dl est important d’obserrer. que, 1. fonction périodique , (x) pouvant être censée 
comprise dans l intégrale indéfinie 

ï(t+rr‘/(*). 

l’équation (5o) peut s'écrire plus simplement comme il suit 

(55) /=r(,+r)‘''l(i4.r)"‘/(*), . . 

que le. râleurs de y. y,, y déduite, des équation. (54), renfermeront en 
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général dea intégralea multiple! aux différences finies. Mais on pourra toujours décuiu~ 
poser ces intégrales multiplet en intégrales simples; et, pour y parvenir, il suffira d’in- 
tégrer par parties en recourant à la formule 

(56) lu A» = U» — ï(r -4- Ac) Au, 

que l'on déduit immédiatement de l'équation 

uAs = A(ue) — (a-f- At)Au, 

et qui remplace, dans le calcul aux différences Gniet, la formule (i6). 

Exemple. Soit donnée l’équation aux différences finies' 


(57) 
on 

(58) 

Comme on aura 


A*y — aiy— y = /(«), 
(A* — ai+i)y = /(*). 


A* — aA-4-i = (A— I)', 

on pourra suhatituer 5 l’équation (5y) le système des deux formules 
(5o) (A — !)* = /(*), (4 — i)y=*i 

ou , en d’antres termes , le système des deux équations 
(6o) 4t — »=/{*), Ay— y = *. 

Or on tirera de ces dernières 

te * mm 

f = >‘ 'la */(»). 


(6i) 

et par suite 

(6a) 


i"', ri 
jf = a la s, 


7 = a‘ îa ‘/(»)l- 


Si maintenant oft veut décomposer en intégyalcs simplet l’intégrale double que renferuir 
la valeur précédente de y , il suifira de prendre , dans l’équation (56) 


H = ïa */(*), As=i 
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Alor<* en effet , on IrouTera , pour une des Taleun de v , 


v = - . 


ri par 5 uil^ 

(u:.) 

puis l’on on conclura 


C' 4 ) 


îa V(»)| = ’T^’‘ V(®) — '/W: 


•r+A .. f 
-j-a yw, 


jr =2 -i 2 /(x)— ï 


Si, dans le second nicnibre de IV-quntion (64), on met en évidence les functioiis pério- 
diques , ol qu’un les désigne par <v,(x) , »,(x) . celle éqnalion prendra la fornic sui- 
vante 

(tii) j- = s‘ I j['.(*) + ïa V(®)J — ['‘W +-’^ * /w]|- 

Uevonon» 5 i'i^qiiation (5i). Si l*on pose n = 2 , elle deviendra 

(GÜ) + “/W* 

el « 01 » inlr^rale {^ënérulo , i'ournie par la mélhode ci*d(*ssus exposée, ser.i 




i + r.) ) 


D’ailirurj, ai, dans la fomîule (5C) , on prend 

• • - £ 

« = s(, +!•,) ‘/(x) , 
un Iruiirera , jiuur une des valeurs de v , 

r 

« c.-r, \ i + r, / 


et par suite 


( 68 ) 


i 


V(x).f --^ï!.-f^) '/{T). 

r,-r, ( i + r, / r.-r. 
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Donc Ifl valeur de y |/mirra élre prétentéo sous In forme 


(ti9) 


M ■ + »•.)■ Vc*) + - ^ (■ + î • 

flg f T| - e, “ ^1 , * 


Si l’on met en évidence les fonctions périii(]^ues , et qn’on les désigne p.ir r,(.r) , 
•,[x) . l’équation (fiq) donnera 

r-o) 

Dans le cas particulier oü l’on a r, = r. , l’éqnatinn ( 67 ) so trouve réduite l> la forme 
(71) jr=^(i 4 -r)‘ 2ï(i -I- r) ‘/(») . 

et l’un en conclut , en opérant comme dans l’cxemplo que nous avons traité plus haut , 


( 7 *) J = (■ + f)* yï(' +<•) ‘/(*)- 


x + h 


(t + O 


■*'/{*) j- 


Si l’on mettait en évidence les fonctions périodiques , on trouverait 


(75) 

* 

(v + r)‘ 


7' = 


v,(a:) + ï(.+r)'‘/(a')î 


(i+r)' 


'•(a:) + ï ('+»•) */(®) I 


En rostitiiiint au nombre entier n, dans l’équation (5i). une valeur quelconque , 
on tirera des formules (54) 


(74) r- 


('+>■..)* 


«o(l + r,)(l+r,)...(i+r„) 


* ■ W ■ • 

V -IM- . 

V i+r. / \i + r„_,/. \i+r, j • ' 


chacun des signes ! étant relatif h la fonction comprise entre ce même signe et la 

A± 


virgule placée 5 la suite du rapport 


(i + r,)* 


(■+'•.) 

si^iic < 

Ainsi ,jA|^plear génémle do v «r 




trouvera cxpriincc par une intégrale multiple. Mais on pourra toujours décomposer celle 
intégrale multiple en intégrales simples é Nide de l’équulion (56). 
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Si . les racines r, , r, , 


( 180 ) ^ 

étant égales entre elles*, on supposai! a. = 1 , 


l’équation ( 5 i) pourrait être présentée sous l’une ou l’autre des deux formes 


(7C) (a = /(»). 

et la valeur générale de y se réduirait é , 

(77) 7' = (« + '’)‘ ïî...ï(i + r) VW- 

Oc plus, en intégrant par parties, on tirerait de la formule (77) 


( 7 «) 


y= 






(n-i)(n-a) x fx 






eu , ce qui revient au même , 

( 79 ) 


y = 




i.a.3.. (a- 1 ) 




(>+«■)' 


•(IH 

s 

..(n-a) 


/« \ , 

f* \ 

(H"' 





(>+'■)'*/(“=)+•• 




Il est important d’observer que , dans l’équation (78) ou (7g), chaque intégrale simple 
renferme une fonction périodique. 

Proposons-nous maintenant d’intégrer une équation linéaire aux dilTércnccs partielles , 
cl b coclDclents constants ,ja||£ deux variables indépendantes x, y ^ et une variable 
principale : . Siipposontj^Rleurs que les dérivées partielles de : , comprises dans 
le premier membre de l’éqmiion , soient toutes du même ordre. Si cet ordre se réduit 
à l’unité , l’équation pourra être présentée sous l’une des formes 


Digitized by Google 



V 


( i8i ) 

(8^ (0, rD,)fs=f{x,y), (8i) — — 

cl ton intégrale générale (cra 

(89) + — + + 

r déaignant une fonotion arbitraire , et ic, ane ralear particulière de x. Mait.ti 
l’équation propotée eat de l’ordre n et de la forme 




d"t 


d’t 


d’t 


rf" X 


(«5) rfïT + ». + ». 5^=7^ +•• + ».-. + “"-sp = • 

alors , en ae servant des notations précédemment adoptées , on pourra la remplacer par 
l’une des deux formules 


(84) 


(85) 




(/), T , (f^* r, <>■ {Djt s - 


/(».r) 

s. 


(86) 


Of, pour intégrer la dernière , il sulTira de poser successivement 
^ . I "♦ 

•*! *«—i4 • 

etc *’ 

(D. — r.^,Dj)tt = t, . 

\ {D, — r,Df)s=t,i 

et, comme les équations (86) sont toutes semblables h la formule (80] , il est clair que 
les inconnues z,_, , , ... s. , s, , s se dMuiront les unes des autres , et l’idconnue 

x._, de la fonction , par des équatsons semblables b la formule (8s). 1 

. I.” Exemple. Soit donnée l'éqiulion aux différences partieRes 


(»7) 


d’t d’t 


rf». dj 


-=smi+ 6 /. 


11.* ARitéa. 


*4 
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0 


( i8» ) 

1 

ou 

(88) (O/ — 0 /)s = a® + 6j', 

a tl 6 désignant deux quantités constantes. Comme on aura 
D/ - C/ = (O. - Z),) {D. + D,) . 


on pourra lubslituer é l’équalion (87) te système des deux formules 


(8g) {D, — Dj)z, = ax-{-bjr . {D, + Dj)t = i, , 


,011 , en d'autres termes , le système des deux équations 


{90) 


dit 

dx 


dit 

W 


= ax + by, 


dt dt 
dx dj 




ür 011 tirera de ces dernières 

F ,, 

[ni + é(y-fa)— s)]ds4-y(y + x)=-ï^aî*+t*/ + T(y + *). 

'—S. + ï(j' — »+»s)dï + f,(j' — ») 

ax^ , bx*Y /•* 

= -ô — 1--^+ J] t(/ — * + as)ds + — x). 


D’ailleurs , si l’on pose 

, / — x + as = t, T(()di = ae(t) , — e(i) =*.{i) , 

on trouvera 

f ?(J' — x + sj)ds = -i + — 

® y-# 

« 

cl la seconde des formules (gi) pourra être réduite 6 

( 9 «) * = -T — + + — »)• 

• * ' 

L’équatiou (gs), dans laquelle «, e, désignent deux fonctiods arbitraires , est effacli- 
rement l’intégrale générale de l’équation (87). 
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.( .85 ) 

*.* ExtmpU. Soit donnée l'équatiorf aux dlITérencea partielles 


(93) 

ou 

(94) 


d't d’ t , d’t . 

a =6"+*.'. 

djf* dxdy dy* 


On pourra lui subslitocr le ayatèroe dea deux formules 

(95) (O. — = [D.— D,)z = t,, 


ou, en d’autres termes, le système des deux équations 


( 06 ) 


dtt dzt 


dx dy 
Or on tirera de ces dernières * 




di df 
dx dy 


/ » + •♦'>1 

e‘‘*^(r*^-^)dt + y{y + x) = — +T(y + T) , 

4 

(97) I * = + — ]y’ds + T.(r + ») 


_+«[r(y+®) — 

% * s 

puis , en posant , pour abréger , 

'^•(‘) + 77:î)r= *•(')• 

«n troufera simplement 

(9«) *=-^77^+**(j + *)+*.(7 + *)- 

L’équation (gS) dans laquelle 4’, 4>, désignent deux fonctions arbitraires est elTreti- 
remenl l’iulégrale générale de l’équation (g5). 

Considérons enfin une équation linéaire aux^Iifférenccs finies partielles, et à coclli- 
cients constants , entre depx variables indépendantes- », y et une variable principale 
s. Supposons d’ailleurs que les différences finies de t, comprises dans le premier 
membre de l’équatioD, soient toutes du même ordre. Si cotte équation est de l’ordre n ,' 
et de la forme • , 




gbiy-^x) 


( 09 ) «O A,"» -)-a,4,"-'a,*+a,A,"->A^*s+...+a._, 4,4,"“' s-)-s,A,"s =/(*,/), 
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{ «84 ) 

OD pourra , oo te serTant d«u noMîons précédemment adoptées , la réduire i 
(loo) (a* — r, a^) (a, r,a^j ,,, ^ * 

et lui substituer le système des furmuirs 

(a. — r.a,)ï._. : 


/(».y) 


(lOl) 


(a* r, Zn — a *ja_a * 

etc a 

(a, r„_.a^)», =*a a • 

(a, — r. a^) î = r, . 

La question se trourera ainsi ramenée h l'intégration d« plusieurs équations du premier 
ordre , et qui seront toutes de la forme 


(lOS) 


(a, — ra.,)»=/(*,7). 


Nous montrerons dans un autre article comment cotte intégration peut être effectuée. 

A la méthode dont nous Tenons de faire usage pour intégrer des é<piations linéaires !r 
coefficients constants , on peut en joindre une seconde qui s’appuye sur le théorème dont 
voici l'énoncé. 

Tnioaêaa. Suppotont que Ut Uuret f, F, aeeompagtiéet ou dépourvuet iCindlat , 
ditignent det fonctîont tntiirct quclconquet , que ta fonction entiire 

(103) F(«,p, ,t) ** 

soit diviiibU par chacune det iuivantet 

(104) 

et que ta fraction • 

f(«,p,:..o,x,p,...T) 


atc... , 


.toit dicompotabU en ptutUurt fractiont de mime etpiee, en torte qu’on ait 

/(.gj f(a,Pa—!>aX,m...t) f , (a,8, ... ... r) f,(a,^, ... t) 

F(«,p,... 9,X,(a, ..t) ~ ...t) Fa(a,p,...6,>a.“l".v^ 
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( i8S ) 

Siit d'aiUturt une fonction queleontfue dc$ variablct indépendante» 

x,y,^,.t. La valeur de u dmnü par la formule 


(loC) 


f {DjtfDt f Di J Âx» ) 


f{x,y....t). 


••• Af ) 

e’etl-à-dire , C intégrale générale de C équation linéaire 

ou du moine C une dee valeurs de u , propres à vérifier celle équation, coïncidera tou- 
jours avec la sotnnu * 

(iü8) u = 

t,[D^,D, Ji, Ajr, A, .. ,> A,,,.. A() . 

Démonstration, Soient u, , u., ... le* difTérents terme* qui compofent le *eeond 
membre de l’équation (108). Cette équation donnera 

{109) u=u, + u, 4-etc 

et les fonction* u, u vérifieront les formules 

i F ,(Dx Ai)u, = (,{D,,D},.„Di,àx,^j (æ, 7 ')... () , 

Fi(f)xi O/j ...iDji Ax, A^,... Ai)Ua =:fa(Ox>i),r|...f)(> Ax> A.,... A()^(s,7')... () , 

etc.... 

Do plus , comme chacun des rapport* 

F(a,^,...6,X,m...T) F(g,p,...9,X,f.....T) ^ 

F|(a>^a"« •••v) Fa(«jPj ... 9>Xa jij... t) 

sera a par hjpolhèse , nno fonction entière d« a, p, ... 9, X. p, v, ... t, on^nclura 
de* formule* (1 10) ^ 

I f (Dx.D_^a ... D(, Ax. Aj.,... A,) «a = 

F(DxaD^t — D,, Ax, A,,... Ai) n n . . . v /■/ 

f.(Dx,o,,...d„Ax,a„...ai) ••• ^)/(®.r, 0 . 


(lit) 


Y[Dg,Dyp *.. Dit A, J ••* A, J K, __ 

f,(Dx,D„..-.D„Ax,a.,...a,) ^AOx,Dj..„D,.é.,ii„...a,)f{x,y,...t ) . 
etc.... *' 
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Rufin , comme , en vertu de réqiiotion (io5) , on auro identiquement - 

— f fi\n fl \ ' 

, - r.(D.,D 

("*) ( 

+ F.(O„D,....0„A„A.,...A-,) 

+ etc 

on tirera des formules ( 1 1 ■ ] t ajoutées membre à membre , 

( 1 13) F(0«y J ... Dtf Aj ï Af» .. Af j(tt, + U, +. .J — (^Dxt 0^ » .. 0ï »' A* J A_i I . . Aï)^/* jï, ,. fy. 
\ 

Or il résulte évidemment de l'équation (i lô) que la somme u, u,-\- etc... est lina 
valeur de u propre à vériGer la formule ( 107 ). 

Le théorème qui précédé fournit un nouveau moyen de parvenir très facilement aux 
intégrales générales des formules (io),(5t)et (83). Considérons d’abord la formule ( 10 ) 
ou (i3) , de laquelle on tire 


(•■ 4 ) 


r = -^. 

^ F(0) 


5i les racines r, , r, , ... r. de l’équation (la) sont inégales, on aura 


(ti5) 


F(r) F'(r.) r-r. F'(r.) r-r 


+ ...+ 


F'(r.) ,-r. 


et l’on conclura du théorème dont il s'agit qu’on peut encore satisfaire k la formule ( 10 ) 
ra prenaat 

/,,6i ‘ A^) I /W L I ■ ./'W 

' ’ ^ F'(r.) D-r, + F'(r.) D-r. F'(r.) D-r, ’ 


De plus , comme la notation 
("-) 


/(•») 

0-r 


sert k représenter l’intégrale générale de l'équation 

4 * 

{D — r)jr=:f{x) 
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( «87 ) 

c’esl-b-dire , ua produit de la forioe 

(il 8) t"J' c-'‘f{x)dx, 

il est cliiir que la roniiulc (116) pourra s’écrire cotnoie il suit 


(" 9 ) 

I r,x P •Tti 

— a Je f{x)dx 


1 r.x /» -r.» r * /• ts.x . 

J‘ /(a:)d®4.... +6 Je f(x)dx. 


On doit observer que, dans le second membre de l’équation (119). chaque intégrale , 
étant indéfinie , comprend une constante orbitrairc. Donc la valeur de y , fournie par 
cette équation , renfermera n constantes arbitraires , et représentera , aussi bien qua 
l'équation (ii4)> l'intégrale générale de la formule (10]. 

Si plusieurs des racines r, , r, , r„ devenaient égales entr’elles, si l’on avait , 
par exemple , 


(lao) 


r, =r. 


= r. = P , 


alors il faudrait, dans le second membre de la formule (11&), substituer h la somme 
des m premiers termes le résidu de la fonction 


(lit) 


1 


relatif h la valeur p de la variable s , ou , ce qui revient au même , le coefEcieot 

de — dans le développement du rapport 

* % • - 

' • (r-p-.JF(p + .) 

en une série ordonnée suivant des puissances ascendantes de a. Gomme on aurait 
d'ailleurs 


I 


r-p-a 







+ etc.... , 


et par suite, en faisant pour abréger 
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( «88 ) 

1 £i £ I 

(--p-.)F(p+.) — r-p (r-f)— +T (r-p)“ + • 


il est clair que le coefficient do — , dans le déreloppcmeDt du rapport (li>) , serait 
ce quo derient le poljrnome 


(u5) 


« d" — g 1 \ dE I I F * 

1*3.3... (m - 1 ) r-p I dt (c-p)*"”* ' 


quand on pose, aprÈs les dilTérenciations i = o. Il en résulte qu'on devrait, dans 
l’hypothèse admise, modifier le second membre de la formule (ii6), en y remplaçant 
la somme des m premiers termes par l’expression 


(ia4) 


l.3.3...(m- i) dt”—' D-f 
OU plutôt par la suivante 


d^-'E f{x) , , \ dE 


I dt (O-p) 


‘ — ' 


(0-p)’” ’ 


' ^ D-p (o-p)* +•••+"• {D-p)—‘ (0-p)" ' 

dans laquelle 

(tafi) 


B.. 


l.a.3...m 


F(">(p) • 

désignent les valeurs des coefficients 


R, , A, , ... Rm — I 


(>»*) 


F(p + 0 


■F(P + .) 


d— 


_F(p + .) 


F(p + ‘) ’ ' dt ‘ i.a dt' ’ 1.3.3... (m-i) 

correspondantes à une valeur nulle de c. Do plus, comme la notation 

/W 


(138) 


(D-r)- 


sert kreprésenter l’intégrale générale de l’équation 

(fi — r)"y' = /(*). 

c'eat-k.dire , le produit 

(139) t-'‘/ii)dx-, 

on peut évidemment k l'expreMion (laS) substituer la suivante 
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( '89 > ‘ 

(i3o) f{x)dx-v R„^,J'J'e f(x)dx'*..+B,J'J ..J'e~^^ /{x)dx'“^, 

Lei divcrtcj formules que l'on vient d’obtenir s’accordent avec celles que nous avons 
établies dans les Leçons données h l’ÉcMe Royale Polytechnique , ainsi qu'avec la for- 
mule (i4) de la page ao4 du l.“ volume des Exercices. 


Considérons maintenant l’équation (5i) de laquelle on tire 


(i5i) 


J 


/w ‘ 

m ■ 


Il suit du théorème précédemment démontré que, si les racines r, , r, , ... r. sont 
inégales, on vérifiera encore l’équation (3i) , en prenant 


(«3») 


, ' /(*) 1 ' A^) I I ■ /W 

F (r.) a-r, F'(r.) a-r. f f'(r„) a-r. ’ 


ou , ce qui revient au mémo , 


(.33) (. +r.)‘ ■ S (. + r,)' V(x) + +r,)‘* 


11 est bon d’observer que, dans le second membre de l'équation (>33) , chaque intéjjplc', 
étant indéfinie, comprend une fonction périodique. Donc la valeur de y fournie par 
cette équation, renfermera n fonctions périodiques, et représentera, aussi bien que 
la formule (i3i), l’intégrale générale de l'équation proposée. 

Si les racines r, , r,,,..r„ devenaient égales , p désignant la valeur de chacnnc 
d’elles , il faudrait , dans l’équation ( 1 3s ) ou ( 1 33) , substituer b la somme des m pre- 
miers termes l’une des deux expressions 


(.34) 


fl— 




-f- ... -4- fl, 


/(x) 

(i-p)" 


+fl. 


./•(x) 

(i-p)~ 


(i35)(.+p)‘‘ |fl._ ,î(.+p) V(*)+fl«-.îï(‘+p) ‘/(*)+- + fl«îï-ï{'+p) ‘/W|. 

» 

Considérons enfin l’équation (85). Si l’on pose dims cette équation 
(.36) /(ai.j') = D,-— f(x.jf). 


ou , ce qui revient au même, si l’on fait. 


('37) 


IL* XHUéB. 




./“(x-y) 

D,— ' 




s5 


Digilized by Google 


elle donnera 


( Kjo ) 


(iô8) : = 




D,—' 


' 0 -V}.-r,O,){O^-r,D,)...{D.-r.D,) 

0 

et comme, on supposant d'abord les racines r, , r,,.., r, inégales, on aura ideiili- 
quement 

/), — • 

o.{D.-r.D.)lb.-r,Ü_,)...{D.-r.D,) ~ 


F'(r.) JJ,-r,D^~^ r\r,) D.-r,Dj +-+ F'(r,) D.-r,D, ’ 

on tirera de l'équation (i38) et du tbéoréme précédemment démontré 


('39) 


f(J.J' ) , l_ 

> VI 


D.-r,D, ^ F'(r.) D.-r.D, 
De plus , comme la notation 
(>4o) • 


f(*'y) , . ' 

“1“ f B' 


F'(r.) D.-r,Vr 


/(*.y) 


D^-rDf 
» 

ser^ représenter l'int^ralo générale de l'équation 

[D. — rD,)z = f{x,y), 
c'est-à-dire , un produit de la forme 


(»40 f + + » 

^ ». 

la lettre ^ désignant une fonction arbitraire ; il est clair que la formule pourra 
l'écrire ainsi qu’il soit 

(•4*) » I + '•.(*—*)]<(* + Ÿ.(y + »-.®)| 

, * 

+ etc.... 

+ I ri>.y + r.{x — s)]ds + î.(^ + r.x) I . 

Cette dernière valeur de z, renfermant n fonctions arbitraires, représentera , aussi 
bien que la formule (i38) , l’intégrale générale de l’équation proposée. 

Il est important d’observer que, dans l’éqaation (i4*) > on peut attribuer à la fonction 
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{ »9‘ ) 

r(a:,j) l’une quelconque df» valeurs propre* à vérifier la foriiiule (iô6) ou (i5;), «a 
supjioicr , par c^oiuplu , 

,„ 5 ) =fx...^[n,.y) ir- =/' 

Dnn< le cas particulier où la fouirttoo s'évanouit, l'équatiun (i43) donne 

pareillement t(x,y)=-o , et la valeur de : se réduit à 


(«44) 


» = T- (r + '•.») + Ÿ»{ J- + «•»*)+• ••+».(/ +>•<■*)• 


Silesracines r, , r,, ... r. devenaient égales , f désignant la valeur de chacune 
d'elles, il faudrait, dans te premier membre de l’équation (iSq) , substituer h la somme 
des m premiers termes le polynôme 


(i4ô) 


fl— . 








(0.-f0,)V+’”'’" " {D.-pD,.)"' • 


Or il est facile de calculer ce polynôme, quand on regarde comme connues les expres- 
sions de la forme 

(. 40 ) -./ ( ■^ ’ /.L- . 

D’ailhsur* l’expression (i4fi) u'eat autre chose qne l'intégrale générale de l’équation 

{'47) • {D^~rD,Yi = f(x,y). ^ 

et cette intégrale, que fournit la première des deux méthodes ci-dessus indiquées, peut 
s’écrire ainsi qu’il suit 


(.48) 




+ x"-‘Mr + >•») +»"“’T.(7 1- >•*) + - + + »•■*) -^(r + r*). 

Donc le polynôme , qui doit être substitué à lu somme des m premiers termes , dans le 
second membre de l’équation (.5g) , lorsque la condition (iso) se trouve remplie , c’esl- 
è-dire , le polyi orne (.45) , sera équivalent à l’expression 




(•49) 


a. J./? r' rf"-f(.,j-+pa:-ps) , 

^ dy«-> 

+*’"~‘v(j' + P*)-t-*'"“’î.(7'+P*) + ...-f-*T— •(7'4-p*)+T«-i(j'-t-(>ap). 

La formule (83) n’est pat la seule équation linéaire aux différences pwtiullea qui t’in- 
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( >9» ) 

((“gre à l’aide des méthodes exposées dans ce paragraphe; cl l’on pourrait appliquer ces 
méthodes à l’intégration de beaucoup d’autres équations du même genre. Considérons, 
par exemple, l'équation aux dilTércnces partielles 

/ - V , i d'z \ 


(lâi) — aa>6*0,’i>^>+i<D^<.^3(4’û,> + i-D^') + i]î= /{x,y). 

Coinnio on aura identiquement 

a</),4 — ïa*4*D^>D,» + 4tD,«— a(a«D,* + i 

= (‘’D«+*D/+ t){(xDt-\-bDj — >)(<‘Ds, — — >) I 

il est clair que, pour obtenir l’intégrale générale de l’équation (iSo) , il sullira d’intégrer 
successirement les quatre équations du premier ordre 

I + «)îj = /(x,^). 

{<iD, + bD,~i):. = :,, 

(aD^-bDj-{-i)z, = z,, 

\ {aO, — bDj, — I ) : = îj , 

< 

ou , cr qui revient au même, les quatre équations 

ti-r^+b~ + :,=/{x.y). 


(.5a) 


iix 

dz^ 


àj 

di^ 


(>SS) 


fl — 1- 6 

dx dy 


■*. = îj. 


f ^ d» dt 

\ ** dx dy “ ’ 

Or l’intégration d’une équation du premier ordre peut toujours être effectuée par tes 
méthodes connues , sans aucune difficulté. 

démontrerai, dans un autre article, les avantages que présente l’emploi des notations 

quand on se propose d’intégrer des équations linéaires aux différences Gnies ou inCni- 
ment petites , roélées ou non mêlées , et b coefficients constants. 
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ADDITION A L’ARTICLE PRÉCÉDENT. 


O» a vu , dans l’article précédent qu’il était -facile d'intégrer les formules (lo) . (ëi) , 
(83) et (99) du 3 4> quand on eonnaiwft l«a intégralei généralei des quatre équaUont 
du premier ordre 

^ a . * 1 ■ ^ * ■ n 

(') =/(*)• 

* • t 

(s) ^y — ry = f{x). ou (A — r)/ = /(*), ' 

= (ix — rAj.)î = /(x,/) . 

(4) û»£ — ri,t = /(a,j), ou = f(x,y). 

Nous allons montrer ici le parti qn’on {leut tirer des carâôtéristiquea 'D et a pour 
intégrer ces quatre équations , dont les trois premières ont été souvent traitées par les 
géomètres. *■ 

Considérons d’abord l’équation (j). Si l’on j snppose /(x) = o , elle donnera 


et par suita 

(5) 


— rdx, 1(_^) =r*-(»consU, 


7 = G*". -, 


G désignant une constante arbitraire. Mais, si la fonction y(x) cesse d’itre nulle, 

alors , pour que la (brrnula (4) continue de fournir rinlégrale cherchée , il faudra néeas- 
saircment y remplacer la ce os tante 0 par nne fonctioa a de le vartabie c . Po- 
sons , en conséquence , dans le cas dont il s'agit, ' ... 


En substituant la valeur préeédenle’de y dans l'équalion (1) # et ayant égard è la pre- 
mière des formules (la) de la page i6s , on trouvera 

IL* ARItiE. «G 
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et par auite 
( 7 ) 


( «94 ) 

$ 


Donc la valeur cherchée de y aéra celle que préaente la formule (8) de la page 1 70 , 
savoir , 

(*) ^ y = e"J' «-"/(jc)rfit. 

Il est bon d’observer qu’on peut intégrer de la même manière l’équation linéaire 
(9) (i)-r)»/ =/(*). 

En effet, si l’on substitue dans cette équation la valeur de y tirée de la formule ( 6 )t 
et si l’on a toujours égard à la première des formules (13) de la page 163 , on trouver» 

(D - r)-[."*] = = /(x) , D"z = , 

et par suite ^ 


(.0) 

(••) 


z = J' j' ... J" ê-"/{x)dx". 


On pourrait encore parvenir aux équations ( 8 ) Ut ( 1 1 ) à l’aide des remarques suivantes. 

Si , dans la formule déjà citée de la page i 6 a , on remplace la fonction /(x) par 
le produit «“''■'/(x) , on en conclura 


(13) 


*‘(®)[/W]=«"F(fl+r)[«-'-- /(*)] . 


De plus, U est aisé de s’assurer que l’équation (ta) subsiste dans le cas où la fonction 
F(D) cesse d’être entière . et devient fractionnaire. En partant de ce principe , on ti- 
rera immédiatement de la formule (1) , ainsi que l’a observé M. Brisson. 

(i 3 ) = e-'‘f[x)dx, 

et de la formule (g) 
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CoiuidéroD* maintenant l’équation (a). Si l’on y suppose d’abord f[x) = o , on en 
tirera , en désignant par A la dilTérencc finie de x, et par ^(x) la râleur géné- 
rale de J' , 

^(x + A) — /(x) = r /(x) , 
ou , ce qui i;^rient au même , 

^(x-)-A)=:{i 4-r)^(x) , et par suite 
/(x + a A) = (i + r)/(x + A) , 
ÿ(x + nA)z=(i +r)/[x-4-(n— l)A'l; 

puis , en combinant ces dernières formules par voie de multiplication , on trouvera i 
(«5) ÿ(x-fnA) = (i+r)"^(x). 

Si, dans l’équation (i 5), on attribue à x une râleur particulière x, , elle donnera 
(i6) * ^(x.4-nA) = (i -l-r)"/(as,). 

Enfin , si l’on pose dans l’équation ( 1 6) x, ^ o , nA — x, on en conclura 

(>7) ■ ^(*) = (> + '-)‘V(o). 

Par conséquent , lorsque x sera un multiple de A , la valeur de y propre è vé- 
rifier l'équation • 

(i8) Ly — ry = o 

sera de la forme 

A** 

r 

(>9) 


0 désignant la valeur constante do y qui correspond à x = o. 

Concevons è présent que la variable x, et la fonction f{pi) comprise dans le 
second membre de l’équation (a), reprennent des valeurs quelconques. Alors, pour que 
la formule (19) fournisse encore l’intégrale de cette équation, il faudra que la constante 
0 soit remplacée par une fonction : de Il^ariable x . Posons en conséquence 


(ao) 


y«=(l + r)»s. 


V 
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Ea lubslituant la valenr précédente de j dans l’équation (a) , on trouvera 


(il) 


^ 4 _r)[(, + r)îx] = /(i:). 


D'ailleurs , si l’on écrit o — r aulieude F(a), et - ^ ■ au lieu de r, dans 

U seconde «les formules (la) de la page i6>, on en tirera 

r ** "I * 

(ai) (4— '•)[(i + r)‘ij=»(l+r)‘'*‘'ii. 

Donc l’équation (al) donnera 

(l + r)>‘^‘ûr=r/(*), ar=(l + r) 

et par suite 

(15) s=ill:Lp2(fL==i(,+r)"i"‘/(*), =(i+r)-l(,+r)"‘7(*). 

la valeur do rintégralo aux différences finies comprenant une fonction périodique. Donc 
la valeur de y, propre à vérifier l’équation (a), sera celle que présente la formule ( 55 ) 
de la page 1 76 , savoir '* 

S a 

(14) 7 = (l4.r)*“‘j(i4-r)“‘/(*). 

Il est bon d’observer qu’on pourrait intégrer de la même manière l’équation linéaire 

(1 5 ) (A — r)*jr = /(*). • 


En effet , si l’on substitue dans cette équation la valeur de y tirée de la formule (ao), 
et si l’on a toujours égard è la seconde des formules (ta) de la page i6a , on trouvera 


(a — r)"[ { 1 + r)‘ * J= ( 1 4. r)‘ "a" « = /(*) , 

K 

A". = (, + r)“~"/(*), 

et par suite 

(16) t = (i +r)i'îï- ï(> +'-)V(*)> 

• * * 

(:>7) 7=(l+r)‘“*II...l(l + r) 7 (*). 
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On pourroit encore parvenir aux équations (ï 4) (s?) i> l’aide des remarquea suiranlet. 

Si , dans la formule déjb citée de la page 163 , on remplace r par , et la 

h 

s • 

fonction /(x) par le produit (1 + r) */(®) . on en conclura 


m m 

(î8) F(i)[/(«)] = (. +0‘F[(>+>-)(«+i)- + 

De plus , il est aisé de s’assurer que l’équation (s8) subsiste dans le cas où la fonction 
F(a) cosse d’étre entière, et devient fractionnaire. En partant de ce principe , on tirera 
immédiatement de la formule (3) ^ 


(»0) = = (• + ^)^ " ï(« + '■)"'/(») . 

et do la formule (t5) 

r 

(30) . = (« +^ÿ ■■ ■ = (« ^(« +r)->7(x). 

Passons maintensrot b l’équation (3) , et soit 

(31) z = g{x,jr) 


une quelconque des valeurs de z propres à vérifier cette équation. Si l'on conçoit que 
la variable jr devienne elle-même fonction do la variable x, et si l’on désigne par 
ç la valeur que prend alors la variable z; on aura , en considérant y comme une 

(fy 

fonction de æ , et faisant =y‘ • 

dx 


(3*) 

et par suite 

(33) 




dm dx ^ dy 


D’ailleurs, pour faire coïncider le second membre de la formule (33) avec le premier 
membre de l’équation (3) , il snlBra de supposer 


(54) ^ = 

ou , CO qui revient an même , 


I 
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(35) y — Q — rx. 

Q désignant une constante arbitraire. Alors la formule (33) se trouvera réduite à 


(5C) 


dli di di 
dx dx 


et pourra s’écrire comme il suit 


( 3 :) 


D.Z={D. — rD^):. 


Ajoutons que, dans la même hypothèse, on tirera de l’équation (5) 

■9 

(38) (Z), — rDy)î = /(a:,G — >•*)• 

Un aura donc déCnilirement 

(3g) D.K = f(x,C — rx). 


Or l’intégrale générale de cette dernière équation est 

(4o) /(*» G — »•*)'<» = y" — + . 


x„ désignant une valeur partieulièrc de x, et C, une nouvelle constante arbi- 
traire qui pourra dépendre de la première d’une manière quelconque. Donc , si l’on re- 
présente par f(G) une fonction arbitraire de 0, la valeur la plus générale de 
exprimée en fonction de x et de Q, sera de la forme 

(4i) «= r /(*.e — »’«)rf^ + ?{G)- 


Il importe d’observer qu’on ne diminuera pas la généralité de cette valeur de ; , en 
réduisant è xéro la premièrs limite de l’intégration relative è s, c’est-à-dire la 
quantité æ, • 

En résumé , toute valeur de : , propre à vérifier l’équation (3) , prendra la forme 


(4î) 

ou la forme équivalente 
(43) 


î — J' f[x,Q — rx)dx , 
ï= /{•.€ — rs)d$ + ^{C0 
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quand on supposera x et ^ liés entre eux par l'équation (55) , ou ce qui revient au 
même, par la suivante 

(44) • G=r + «-®- 

Donc alors cette valeur de z no dillérera pas de celle que fournit une équation de 
la forme 

(45) î= r‘‘f(s,y + rx — rt)ds-\-<({y + rx). 

Cette conclusion devant subsister, quelles que soient les valeurs de x et de 0 , par 

conséquent , quelles que soient les valçurs de se et de y, l’équation (45) sera évi- 
demment l’intégrale générale de l’équStion (3). 

Si , dans les calculs qui précèdent , on échangeait l’une contre l’autre les variables x 
et y, on reconnaîtrait , i.’quc, dans le cas oü ces variables sont liées entre elles 
par l'équation ( 44 ) < l’une quelconque des valeurs de z tirées de l’équation (3) se pré- 
sente sous la forme 

(4G) * 

ou sous la forme équivalente 

(47) î = 

a.' que l’intégrale générale de l’équation (3) peut s’écrire' comme il suit 

(48) * = — + — 7]«<* + ï(j' + ’’®)- 

Ajoutons qu’ordinairement la fonction 7 changera de valeur dans le passage de l é- 
quation (45) è l’équation (48). > 

La méthode que nous avons employée pour intégrer l’équation (3) s’appliquerait en- 
core très-facilement à l’intégration de l’équation linéaire 

(4g) (D. — rDjYz=zf{x,y). 

Admettons en effet que l’inconnue z doive vérifier l’équation (4g). Si l’on nomme 
toujours C la fonction de z è laquelle z se réduit , quand les variables z et y 
sont liées entre elles par la formule ( 44 ) 1 oa trouvera , comme ci-dessus , en supposant 
/ = £ — rz. 
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(3») 


( aoo ) 

C = ï , 


(57) D.% — (D^~rD,)t. 

Cela posé , coDceTona que , dan» le» polynôme» 


d‘t rf*s , . d't 

tr -f* r* ' 

dx* dxdy dy* 


{D.-rD,yz 


d^l 


clc« • • 


• 3r 


dx*dy 


+ 5r* 


d^t 


dsdy^ 


d*t 
dy * 


= {D.~rD,yz. 


qui roprésentenl généralement de» fonction» de x et de y, on continue de regarder 
y comme équivalent à G — 0“ ^''wa évidemment de l’équation (S;), différen- 

ciée n — il foi» par rapport k x , 

(50) P D,’^z3z{fi. — rD,yi. 

puis l’on conclura de celte dernière , combinée avec l’équation (4q) > 

(51) 2),*ï=s/(x,G— rx). 

Or l’intégrale générale de l’équation (3i) tara 


(5*) î = J'J'— j' f{a:,C — rx)dx''. 

ou , ce qui revient au même , 

(5») C = 

x"— y* f{x.O-rx) dx-^x"-'J'xf{x,0-rx)dx*..± J'x'-'f{x.Ç-rx)dx 

I. 3.3... (n - i) 


et , si l’on met en évidence le» constantes arbitraires introduite» par l’intégration , elle 
prendra la forme 


(54) ï = G. *■“’ + €, *’’"*+- + C»-.*+C.+ 


/; 


(j-<)"— 

1 . 3.5... (n - l) 


/(*. € — *•*) dt . 


i» 
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Ce» constanloi pouvant il’aillcur» Olrc «les fonctions quelconques de C . la valeiir prt- 
cédcnle de î pourra s’écrire comme il suit 


(5&y 




r" (-«-O— 

J ..3.3.. (a-.) 


/(».G — 


En résumé , toute valeur de : , propre ii vériGer l’cqualion (49) . prendra la lornie 

(.iÜ) z=ff...ff{x,Z~rx)Ux\ 

ou la forme équivalente 


(5-) 


X"— ?. (G) + x"— ?,(£)+.. +xy»_.(£) + ?.(C) + 
I 


r: 


1 . a.3... (il - 1) 


ds , 


quand on supposera x ot / liés entre eux par l’équation (44)- Donc alors cotte valeur 
de î ne différera pas de celle que fournit l’équation 


(58) 



i.a.3...(n-i) 


f{>.7 + rx — rt)ds 


+ x"- • Ÿ.Cr + rx) + + ra>)4-— + + • 

Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de * et de G . par 
conséquent, quelles que soient les valeurs de x et de y, l’équation (58) sera évi- 
demment l’intégrale générale de l’équation (4g). 

Considérons enfin l’équation (4)- Si l’on désigne par \x = h,à.y = k, les diffé- 
rences fmies des variables indépendantes x,y. et par la valeur générale 

de la variable principale : , colle équation pourra s’écrire comme il suit 
• * “ 

(5g) g{xJtk.y)--rg{x,yJrk)--[\--T)g{»,y)=f{».y)> ' . 

et l’on en conclura successivement ^ 

II.* AKSi*. 
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( 908 ) 

I + k,y)= rj{x,y + *) 4. (, _ r)^{x,y) + f{x,y) 

^{x + 4/1,7) = rg{x 4. A,7 + A) 4- ( 1 — r) ^(x + h,f) 4- f(x + h.j) 
= ^ 7 + » * ) 4 - * ^(a>. 7 + *) + ( 1 — r) ■ (x .7) 

4- r/(a;,7 4- A) 4. (i _ r)/(x^) 

4-/(* + A.7). 

• f 

Ote.... 

Soit maiotenaot n un nombre entier quelconque. Pour obtenir la valeur générale de 
^^{x 4- n/i,7) exprimée b l’aide dea quantitéa 

^{x.j + nh). ^[a>,7 4 - ('»— >)*)],... /(®,7 4 -*) . ^(*.7). 

on commencera par observer qu’on a idcnliqucmeiit 

(6>) ,ÿ(x4-nA,7) = (i 4-i,)*/(x,7) = (i 4-i4'i. ^ 

De plus, le rapport 

(H-A,)"-(H-r4,)" (l + a,)*- (1,+ ra,)" 

a,-ra^ i+a.-(i + oa,) 

= ('+^')"“' + (‘ + v)"-*(i4-ri^) 4-... 4.(i4-i4(i4-ra.)--*4.(i4-ra,)'-' 

\ 

étant une fonction entière de a, et a, . on tirera de l'équation (4) > 

(6î) ^ [(i4-a,.)«-(i4-ra.4«]x = 

[('+A-)*-‘+(l+i.)"— (i4-fA0+-+(>4-4.)(i4-'’4.4''—+('+'-4.r)''-)/(j-,7). 

et par suite , . 

(C5) ^ ^(oi 4- n^./) = (i + 4^)”» = (l + var)».ÿ(x,7) 

> 

4-l(i4-4,)"~'4'(*+44"~’('+'’4/) + .. + (l + 4^),(l4-''4/)''“’4-(*+’'4..)''"''î/(®)J')* 

ou , ce qui revient au même , > / ■ . 

^{x 4- nA,7) = (1 4- raj,)»/(x,7)' 

+/[â+(«-i)A,7]+{i4.ra^)/[x+{n-î)A,7]+..+(i+ra^)'>— /(j!+A, 7 ) + (l + râ.,)"-*/(*,i'). 
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Coinoie d’nijleiirs ou aura évidcimnrnt , pour une valeur eulière de rc, cl pour une 
valeur quelconque do f{x,y) . 

(651 ( . + r^.r/ix.y) = [r ( 1 + V) + > - '•]"/(*.:)')] 

^r'“f{x,y+mk)+!^r"'-'{\-r)f[x,y+[m-i)k]+..+~r{i-r)‘'-'f{x,y*k)y[i-r)'-'f{x,y); ^ 


il C5t clair que la formule (64) donnera 

(66 ) J(x + A/i, 7)= • 

r’'^{x,y+nk) + — r"”'(i -rj^[x,^+(n- l)A:]+ + (i - r)“'ÿ(x.r) 

+ -r)/[x,j+(»-2)A] + + (i -ry~' f(x,y] 

/ 


yr»-*/[x+4,j. + (n-s)ft]+ ’^-^r'‘-*{i-r)f[x+hyy^-i)k]y.. + [t-rY~'/[x&h,y) 
+ etc... , 

+ r/[®+(n -»)/»,7 + A] + (i-f‘)/[a:+(n-a)A,jf] ' ' ’ 

+/[x+(n-i)A,_y]. 

Cela posé, si l’on désigne par x, une valeur particulière de la variable x , et par 


, f{y) = ^(^o,y) 

*■ %. 

la valeur correspondante do ^(x,y) , on trouvera • 

( 67 ) . , rf(x. + nh,y)~ 

r*Ÿ(ji'+n*) + — r"-»(i -r)^[j'+ (n- i)A.)+ • + (• -’')“?( Jf) 

+ i)*]+" r"-*(i -r)/[®o,j'+(n-i>A] + + {i -r)""‘/(ao,j) 


+ ctc... , 

+ r/[«,+(a-»)A,j'+À] + (i-r)/[ir.+(n-9)A,i'] » 

+/[«.+(n-i)A,y]. • , . 
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('.clic dernitre équalioo cçîncidc aïcc la forniulo 


(C8). ^{x„ + nh.y) = (i 

cjue l'oo déduit de l'équalion (64) en potant x = 7g. 

La formule (67) ou (68) suffil pour déterminer la valeur de l’inconnue z-= ^{x,y) 

correspondante h x = æ, -4- n/i , quand on considère comme donnée la valeur >(7') 
de correspondante 11 x = x, , , 

Dans le cas particulier où l’on a f{x,y) = o , la formule ( 4 ) se réduit à 

(69) S.Z = T \, Z , 

et l’on lire do l’équation (68) écn posant x« = o , x = »/i . 


(7") '=-,f(jf>a) = (> +'’'^.0*?C)')' 

* 

Si l'on Iraiisforniu la valeur précédente de s, h l’aide des notations et des principes 
ci-dessus établis [pages 162 cl suiv.] , on trouvera 

(7>) î = fi+'-(s'’^''‘-i)]‘Ÿ(y). 


la lettre caractéristique S étant relative li la variable y. lin d'autres ternies un aura 


,72) : = A/’Y*[. + r(/?'^^-.)] 

^ - 00 


e z{ii)ai(lyL. 


(Jr il est facile de s'assurer que In valeur de î , donnée par la formule (71) ou (72) . 
verilic l’équalion (6ç)), non-sculcuicnt, quelle que soit la fonction arbitraire v(j') , dans 
le cas où la variable x devient un multiple de h, mais aussi quelle que soit la va- 
leur attribuée ii celte dernière variable. On peut même, pour plus de généralité, substi- 
tuer à ^(_7‘) une fonction •(x,y) des doux variables x,y, qui , étant périodique 
relativement à la variable '•x, et propre à vérifier la condition 

(73) i,»(x,j-) = o, 

rrnlermcrail d'une manière quelconque la variablo y. Alors, au lieu de la formule 
(71) , on obtient la suivante 
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t 

( 74 ) . , = [. +r(/P''-“ ;r).. 

Ajoulons que los TaJeuK de cléterminéci! par les Tormulos (73) et (74) > peuvent 
l’iinc et l’niilre se déduire de la valeur plus générale 

(?5) ' ='=-sU[i+r(/>-i)]V^L 

dans laquelle le signe 5 indique une somme composée de termes finis ou inliniment 
petits, semblables au produit 

(7«) P[t + r( VS 

la lettre p une quantité réelle ou une expression imaginaire qui varie d'un terme b 
l'autre , et la lettre P une fonction des trois variables p,x,y, qui soit périodique 
relativement aux deux dernières , c'est-b-dirc , propre b vérifier les deux conditions 

( 77 ) \,P = o, ayP—o. 

La valeur de z , donnée par la formule (76) , vérifie évidcinraent l’équation (Cy)-, et 
il est naturel de pensorqu’elle elTro l’intégrale générale de celle meme équation. Mais il 
serait peut être difC.ilo du le démontrer rigoureusement. 

Revenons b la formule (08). Si l’on y pose = O , x, = o et n/i = .r , elle 

donnera 

{ 78 ) ï = .ÿ{*,j')=/[(n— i)A,j']4-(i+rA^)ÿ'[(n — a)/., 7 ’]+.-. 4 -(i+ra,)"— /(o..v), 
ou , ce qui revient au même , 

(79) *=/[("- •)V]+['+*'(»*^'^ ’-')]/[(«-»)/oÿ]+"+['+'’(‘ /(ojJ') 




? (y- (»)>'■> rfp'V 


ft 

D’ailleurs , si l’on désigne par la notation ï/'(») l’iulégralc aux dilKrcnccs finies de 

O 

f{x) , prise b partir de x = o , on trouvera 
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iSv'" , *{>✓" «•« 

(8o) /[(n- i)A,u] + [i+r(f - »)*»(•]<• ••• +[' + '■(«. -')! /(o-f*) 


= + l)]‘ ï[' 0] */(*■'')■ 

O 

l'^n con»ëqui'ncL‘ , In formule (79) pouiTa cire réduite A 




*?✓- 








(81) xr=[i+r(«>^ —1)] i[,+r(e'^ —1)] /(a:J 


— f f *-')] ‘/(a:.!*)- 

î«r. . 




Or il e>l fncile de s'assurer <]uo la ralour précédente de : vérifie l’équalion ( 4 ) . non- 

seulement dans le cas où la ruriaLIc x est un multiple de h, mais encore, quel 
que soit X. Si l'on désigne par u celte même valeur de et par u~\-v l'in- 
tégrale générale de l'éqaatiun (4) • on aura tout h la fois 

( — rirU = /(x,j-) , 

f»-) . ■ ■ 

I ^•(‘*4-'') — (« + •)= /(it.:r) , , 

et par suite . 

( 8 ") — rà,t =! O . 

Donc r pour obtenir l’intégrale générale de l’équation ( 4 ) , il snfiira d’ajouter au second 
membre de la formule (81) la valeur la plus générale de v propre à vérifier In formule 
( 85 ), c’est-à-dire, l'intégrale générale de l’équation (69). 

Il est bon d’observer que , fi à la valeur de z , fournie par l'équation (81) , on ajoute 
le second membre de bi formule (y4) 1 1> somme sera une nouvelle valeur de z, propre 
à vérifier l’équation (4) , et pourra s'écrire comme il suit 

( 84 ) : = [i-i-r(e*^'^‘— i)]‘ (£[1 + r(e*^'^” — 1)] + • (*-7 ) | • 

l'intégrale indiquée par le signe £ étant indéfinie, et ^{x,jr) étant une fonction 
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, ( *07 ) 

arbitraire, diilinclc de celle que comprend h formule (;4) . maU loujourd .issujotlie à 
la condition (73). Ajoutons que la fonction arbitraire et pi'riodique ■^{*,7') peut être 
censée comprise dans l’intégrale indéfinie, ce qui permet do réduire l'équation ( 84 ) à In 
fornte 

* * « 

(85) J=:[| — i)]‘ i[, + ‘ _ 1 )] '‘/(j-. y). 

Dans 1 e cas particulier où l’un a 

> • /{*.;') =«‘'^F(«) , 

on peut satisfaire à l’équation (4) par une valeur de s do la forme 

4 ' I 

pourvu que l’on suppose 

Axÿ(») — r(»'*— i).t(*) = F(*) , 

OU , ce qui revient au même 

» ■ ♦ * 

Par conséquent 011 vérifie l’équation " ' • 

AxS — ri,ï = s*rF(a!) 


( 86 ) 

en prenant 

(87) 


x = «V[i + r(e*s_,)]* 'ï[,+r(.“ — 1)) ‘K(x). 


Or cette dernière valeur do x est elTeclivcment l’une do celles que l’on déduit de 
l’équation ( 85 ) on y posant 

, /(*.r)=«‘J'F(x) . 

Afin de montrer une application des principes que bous venons d’établir, concevons 
'il s’agisse de trouver l’intégrale de l’équation 


qu 
( 88 ) 


itégrale do l’équation 


pour une valeur de x multiple de A , et en supposant nulle la valeur de x qui 

correepood à œ = o. Dans ce cas, on tirera de l’équation (81) ■ 

(89) * = + '^■ — >)]‘~'ï[i-hr(e*P''“ — 

* O 

!_,x 

= [> + '•{»“— il, Ï[i4.r(<'*_ 1)] 


r ' 
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et cominc on n d'ailleurs 


( 208 ) 


{90) 




i[i +r(e“'— i)] *e" = 




011 trouvera déiinitivcnient 


( 9 -) 


+ 1)]» ,, 


r'‘-[i+r(<<‘- 1)] 


'r. 


11 est, eu reste, facile de s'assurer, 1.* que la valeur précédente de : vérifie l'équa- 
tion (88) , lors même que x cesse d’être un multiple de h , 2.* qu’elle s'évanouit 

avec X. 

Il est important de remarquer qu’en vertn des principes établis b la page 2 dn premier 
volume, les notations 


(l)a) 


(i + '-)‘. (' + 0 *> ['+'•(*“—0]“. «“:•••> 


et autres semblables , comprises dans les Corroulcs de cet article et de l’article précédent , 
iloivenl élro abandonnées, lorsque, la variable x cessant d’être un multiple de h , 
les quantités 

(qâ) 1+»". l+r(B‘'’— i), etc...', 

deviennent négatives. Mais, pour étendre aux cas de cette espèce les formules que nous 
avons obtenues , il siiflira d’y remplacer les expressions (9a) par les produits 

ar» » * 

(•>4) (— 1 — (—1— r) *< * ‘ , ' (_ 1 1)]‘« ‘ 


toutes les fois que les quantités i -f-e, i-|-r(e“ — 1), etc..., deviendront inférieures 
b zéro, .\insi, par exemple, si dans l’équation (ï) on prend r = — a, comme on 
en conclura 





on devra , dans la formule («4) <fu> représente l'intégrale de cette équation , substituer 
aux exponentielles 

r 

(> + ’■) ‘ 

les deux expressions imaginaires 
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Donc l'int^^ralc générale de l’équalion 


(» 5 ) ^J+iy7=f{x) 

sera 

(96) ■ y = 

Si l’on suppose en particulier /"(x) —e“, l’équation (gS) se trouvera réduite Ji 

( 07 ) -e^j + iy =:e" , 

et son intégrale générale deviendra 




ah^wy/Z 

e — 1 




Donc , si l’on fait pour abréger 

(99) . — * = 'H*)» 

on aara 


(100) +'K»)- 

Dans l’équation ^loo), la fonction <t>(x), déterminée par la formule (gg) , est une 
fonction périodique quelconque assujettie b changer de signe, en conservant, au signe 
prés, la même valeur, quand on fait croître la variable x de la quantité h. Il est 
facile de s’assurer que , sous cotte condition , la valeur précédente de / , vérifie effec- 
tivement l’équation (97). 


II.* anniE. 
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS 

QCI AEPnilEnTENT 

LES INTÉGRALES GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINfUIRES. 


Nous ATons fait voir précédemment [pages aS et suiv.] comment on pouvait intégrer 
des équations dilTérentiellcs linéaires & coefficients cnnstants et quelquefois même à coef- 
ficients variables , lorsque l'inconnue et ses dérivées successives , d’un ordre inférieur A 
celui de l’équation , étaient assujetties à prendre des valeurs données pour une certaine 
valeur de la variable indépendante. Ainsi , par exemple , considérons l’équation dilTé- 
renlielle 

È + ""J' = /(*)• 

que l’on peut mettre sous la forme 

(a) F{D)y=.f(x), 

en faisant pour abréger 

(5) F(r) = a,r" +a,r"-‘ 4-... + 

Si l’on veut que l’inconnue y et ses dérivées d’un ordre inférieur à n , savoir 

W) J". y’> y’. - 

se réduisent, pour une valeur particulière do x, aux quanljtés r,r, a 

en sorte qu’on ait, pour xasc, , 

* . • 

(5) r = J-' = a. = a«_. , 

il suffira dn poser [vojex la page ïl] 


<’■) ^ I ^ , 
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r 


( »'• ) 

pourvu que, dan» le développemonl du rapport 


(7) 


FW-FW 


■)'))' 


suivant les puissances entières de s , on transforme en indices les exposants de ces 
puissances. Do même, étant donnée l’équation 

d"v «1 I i 

w * {Ax + B)’-' (Ax^BY^' 

si l’on fait pour abréger 

(9) F(r) = a.,<"r(r-i)...(r-n+i)+«„<"-T{r-i)...(r-n + »)+... + a._,,^r+.,., 

et si l’on assujettit l’inconnue y b vérifier, pour » = Xo, les conditions (5) , on 
aura [voyez la page 56] 

pourvu qu’après avoir développé la fraction ( 7 ) en une série de termes proportionnels 
aux différents produits 

(„) ,»=i, v(,-t), a(«-.)...(«-n + a), 

« 

on reiDplACe oft* mêmei produits par le» quantité» 

(ta) ■>•(*•+7)- "’h + j) (*•■^7) ■ • 

Si l’on suppose, pour plus de simplicité, 

A = t, B = o, * 

les formules (Ô) , (9) et (10) deviendront respectivement 

, TV d-y ■ «■ “'-'y ■ ^h=J.^ + ^y = f{x) , 

(,4) f^^ = o,r(r-.)...(r-n+l) + s.r(r-l)...(r-»+»)+.-+«— '■ + --• 
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et les quantités (is) se réduiront i 


’’•>> aiJ:.’, Il, 

Observons d’ailleurs qu’on déduira sans peine l’équation (lo) de la formuie (6) , si l’on 
.1 préalablement substitué , dans l’équation (8) , une nouvelle variable indépendante 

(* 7 ) t=:\[Ax + B) 

b la variable x , 


Le» Folour» de y, fournies par le» équations (6) . (lo) et fi5), peuvent être pré- 
aentée» sous difllTonte» forme» qu il est boa de connaître ; et d'abord , conimo on a 
identiquement 


{i81 


FW-F(a) 

r-n 




i! est clair que la funiiulo (6) pourra être réduite à 


(* 9 ) 


V)4-X,]rfl+ ’^f{z)dz 


((FW )) 


Si^ dans celte dernière équation . on développe la fonction I’'[r(i sur 

vaut les puissances ascendantes do «, et si l’on remplace les exposants de ces puis- 
sances par des indices , on trouvera 




y- 


~r <■ 

— n, 


y/'[r(i-J)]rfX 


r(x‘X^ />» \ 


(■!<>) 


({F(r))). 


4-n.«î^- 


(( F(r) )) 






'''' ’TTTSrô-’H-»!- , ^ 


((FM)) 


¥L- 


(( F(r) )) 


(■.oiicevous niaiiUenaiit que l’on désigne par f (æ) une fonction entière on non entière , 
mais ussujetlir aux conditions . , < 


(at) 


!’(»■>)= «Il ' f'(*o) = «i, f‘*-'>{«.) l^J 
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( *‘3 ) 

Ün aura éTulomment, daoa i’dqaalion (6] , 


(sa) 


FW-F(..) 

r-»j 


Min£If(ç)= />'[r(,_X)4-iZ)]e<>.f(Ç), 


la caraclùrisliquo D étant relatîro à la variable et cottu variable devant être 
réduite h x„ , après que l’on aura eSeclué les difTérenciationi. On pourra donc rem- 
placer l’équation (0) par l’une des suivantes 


(s5) jr=z^le 


f {*-».) F(r)-F(0) 
r-D 


im+r 


r(x-.) 




((FW )) 


(» 4 ) y- 


f(x — *.) 


’J‘r[r(i-i)+XO]dX.f(Ç)+ f’c 


((F(r) }) 


Comme on a d’ailleurs identiquement 


(s5) f(Ç) = (Z)-r)[e"^Je 

quelle que soit l’origine de l’intégrale renfermée dans l’équation (s5); on pourra encore 
è l’équation (6) substituer la formule 


(sC) yz=l -F(r)][a'^ j;-'^f (Ç) dç] + d. j -p^ . 

Dans CCS diverses formules , on doit toujours réduira la variable {h x,, après les 
différenciations indiquées par la lettre D. 

Dans le cas particulier où la fonction f{x) s’évanouit, on tire de la formule (s3) 


(»:) 




r F(r)-F(0) . 

r-D ^^^M(F(r))) 


Lorsque , dans cette dernière , on suppose les racines de l’équation 
(a8) ?(»•)= O 


inégales entre elles , on trouve 

(*9) y^S{Rc'‘). 

> 

le signe S indiquant une somme de termes semblables au produit Be'‘ , les di- 


• ; 
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Tene« valeurs de r étant les racines de l’équation (s8) , et le coefficient 
déterminé par la formule 


(3o) 


— r*. 


B: 


F'(r) 


F(r)-F(0) 

r-D 


f(ï). 


H étant 


que l’on peut écrire comme il soit 


— 

(50 . ^ = 


Les équations (3o) et (3i) ont été données par M. Brisson dans un Mémoire présenté h 
l'Académie des sciences le août dernier. La méthode par laquelle il les a démontrées 
est digne de remarque ; et comme elle dill^re heauconp de celle qui nous a conduits & la 
formule (G) , je vais l'indiquer on peu do mots. 

Soient 

f*l » r, , ••sa* T„ 

les racines supposées inégales de l’équation (s8). L’équation (i) ou (a) pourra s'écrire 
ainsi qu’il suit 

(3î) a.(Z) — r,)(Z) — r,)... {D — r„)j = f(x)i 

et son intégrale générale sera , comme l’on sait , de la forme 

_ Ta» _ f»« _ r.x 

(33) y = B.e +R.t +...+B.e‘ . 


Comme on aura d’ailleurs identiquement 

(fl — r,)e'^'“ = o, (û — r,)e'‘^ — O , (O ■— = o , 
il est clair que les exponentielles 

r,m rfOB r^x 

e , «I 6 

disparaîtront toutes dans le développenient de la fonction 


(fl — r.) (fl — ri) ... (fl — r,)jr . 
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ot que l’on trouvera simpiomeot 


( »'5 ) 


(D - r.) (D - r,) ... (fl _ r,)y = fl,(fl _ r.) (fl _ r,) ... (fl _ • 

nu , ce qui revient au même, 


(54) (fl — r,)(0 — rj)... (O — r.)7 = fl.(r, — r,)(r, — rj)... (r. — r„) . e 
De plus, comme on aura, pour oj= a;„ , 

fl7 = flf(*), fl’7 = fl*f(x) , ... fl— 7 = fl— f(x), 

' % 

et par suite 


(fl - r.) (fl - r,) ... (fl - r.)y = (fl — r.) (fl _ r,) ... (fl - r.) f (x) . 
on tirera évitintuuent de l'équation (34) 

(35) (fl_r.)(fl-r,)... (fl - r.) f(ï) r.) (r. _ „)-... (r. -r„)e'’'*. 


i devant être réduit è x, après les difliérenciations. Si malhtenant on a égard aux 
formules 


• a,(fl— r.)(fl — r,) 


(fl-r.) = 


no) 

D-r, 


F(fl)-F(r.) 

D-r, 


I 


a.(r — e,)(r — n) ... (r — r.) : 


•P(r) _ g(r)-F(r.) 


r-r, 


r-r, 


dont la seconde donne , pour r = r, , 

a.{r, — r.) (r. — rj) ... (e, — r.) = F'(r.) . 
on conclura de l'équation (35) 


(56) 



F(f))-F(r.) 

D-r. 




On obtiendra de même les valeurs de B,, B. qui seront toutes comprises 

dans la formule (5«) ou (3t). • 
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Pauont tnaintcoant à la formule (iS). et concevons que le développemeol de l’ex- 
pression (7) en une série de termes proportionnels aux quantités 

'> >ii "(1 — i)j «(n — i)(x — ï), etc..., 

produise l’équation 

+ A »(’> — ») + 5 X (>!—>)(« — «).-<- etc - • 

Désignons toujours par f (as) une fonction propre & vérifier les conditions (a 1 ) , et sup- 
posons que celte fonction soit entière , mais d’un degré supérieur ou au moins égal à 
n — I. Le polynôme, qui devra être substitué à l’expression (7) dans l'équation (i 5 ), 
pourra être présenté sous la forme 

( 5 ;) îf(*.) + * 

D'ailleurs, si l’on désigne par m et / deux nombres entiers inégaux , on trouvera , 
en supposant s — o et As=i, \ 

?)•••(*- /+>)]=<>. 

- i)(s — a)...(s- m-f- 1)]= i.a. 3 ...m. 

On aura donc par suite 

+ ^*.f'(®.) + éR.»o*f'(x.) + etc... = 

[f (®.) + f'(i,) + r(*.) 4. 4. 4. ,) 4. ...] 

= f[x,(i 4-û)] 

Il en résulte que, dans la formule (i 5 ) , Texpression (7) pourra être remplacée par celle 
que fournit la notation 

Wo) f[x.(i 4- A)]-îIliIiîL, 

lorsqu après avoir effectué les opérations indiquées per la caractéristique a cl relatives 
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( »'7 ) 

h la variable • » , on réduit celle variable à aéro cl aa différence finie & l’unité. Donc, en 
intégrant l’équation (l5) de manière que les conditions (5) soient romi>lics , on trouvera 


(4.) r=£|(^)''W.+*n^^^+/ (f)'--/W'‘|üFip 

En opérant de la même manière, on tirerait de la formule (lo) 


))) 


(4*) 


J = 




((FW)) 


Afin de montrer une application des formules g||c nouj venons d’établir , supposons 
que, la lettre »t désignant un nombre entier quelconque , on veuille intégrer I équation 
différentielle 



de manière que , pour æ =; i , les fonctions 

/> y', y'f ••• y'"-'^ * 

reçoivent des valeurs respectivement égales à celles de la fonction x"' et de ses déri- 
vées successives , c’est-à-dire , des valeurs représentées par les quantités 

(44) t . »». m{m — i) , m(m — l) (m — n — »). 

Dans ce cas , on trouvera 


F(r) = r(r — i) ... (r — n+>)-|-“*. «0=1. f(a;) = æ". 


f[®.(i+A)] 


F(r)-F(.) 

r» J 


(> + ^) 


r(r-i)...(r-n-M)-s(s-i)... (s-n-M) 
r-s 


1 


II.* ÀRiiéE. 


r(r- i).,. (r-n+ - 1)... (s-f m-n-f i) 
r-s-m 

•9 
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(». 8 ) . • . 

puis l'on en conclura , en prenant t = o , > 

f [x.( 1 + A)] _ rCr-i)...(r-n + i)-m(m-0...(m-n + i) 

Par conséquent la furmule (4i) donnera 


■(45) y=l 


r(r-i)-(r-n+i)-m(m-i)...(m-n-M) 


j" Z"-'-' f(z)dt 


((r(r-,)...(r-n + .)+«- )) 


Si , pour fixer les idées , on pose a=i, n = a, fn = 4> l’équation (43) se trou- 
vera réduite à * 


(46) 


^ÿ + ^ = /(=r). 


el cette équation , intégrée de manière que l’on ait , pour æ = i , 

(47) • , 7- = ». y' = li. 


donnera 


M») =■!:-' ■ " 


((r*-r+i)) 


ou , ce qui revient au même , , 


(4g) r=®’ cos 


a ^ 3 J. 


l'sin — -^/(î)d*l • 


Si la fonction entière f(x), qui vériGe par hypothèse les conditions (ai), est du 
degré n — i , elle sera nécessairement déterminée par la formule 


(5o) f(x) = „.4-,. 


(j- j.)"-‘ 

i.a.3.,,(n • i) 


Ue plus , comme on aura . , 

f fW +f fw + ^f(„ + ... «-.-(0), 


et 
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(.4-4)" 


( *'9 ) 

F(r)-FM F(r)-F(.-t-m) 


il est clair qu'cn tuppoianl , oprè. Ie$ opérations iudiquécs par la caractéristique a , 
s = O , on trouvera 

n>-)-F(.) 


(5.) 


f.[ar. 1+4)]- 


' ' r ' I ' ' r-i ' ' i.ï.3...{" - 1) ' ' r-n + i 


On tirera d'ailleurs de la formule (5o) 


(St) 


f(OJ := Xa — 1)| “T" ^ >!n — t . f~ T * 

' ' I ' i.a i.a.3...(n- 1) 

* «a"""* 

i.».3...(n-») * 


r(o) = ,._,.-i + 

etc... , 

f(._ 0(0) = 

Les équations (5i) et (Sa) fournissent le moyen de développer facilement le second 
membre do la formule (4i). 

Nous remarquerons, en terminant cet article, qu’on pourrait encore transformer les 
valeurs do y fournies par les équations (s3) , (a4)i (*6)> (4*) > (4*). o se serrant 
d'une notation précédemment adoptée [pagea iGa et sniv.]. En effet, si l'on désigne par 


l’intégrale double 


?(“)/(*) 




S^.S- ® 


on reconnaîtra, par exemple, que lei équations (<5), («4) ooiaoident avec les formules 
(S5) 


((F(4)) ’ 


(S4) 


^r{« '•y’jF'Lr(i->) + x.v/n'ldX.f(5)+/%'‘' 


(C FM )) 
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la caracU^risliquc » étant relative à la variable et l’équation (4 1 ) I® 


la caraclériatique x étant relative é la variable i. Obaervons en outre que< si Ton 
nomme ?(a:) la valeur de jr déterminée par la formule (53) ou (54), la fonction 
? (x) aura la double propriété de vérifier l’équation dilTércntielle, linéaire et de Tordre n , 

(5C) F(D)?(x) = o, 

ou, ce i|ui revient au même, l’équation 

(67) F(av/”)v(») = o: 

et de satisfaire aux conditions 

(58) ?{-^o) = f(*»). ?'(*.) = 5.’’(x.) = r(x<.),....v<— = >{x.) . 


Lorsque la fonction F(r) cesse d’être entière pour devenir transcendante, il arrive 
asser souvent que la fonction jr = <f(x) , délérminée par la formule (55) ou (64) , sa- 
tisfait aux conditions (58), quel que soit le nombre «. Alors il semble naturel de 
penser que les deux fonctions ?(x) , f (x) , dont les valeurs se confondent , ainsi que 
les valeurs du leurs dérivées successives , quand on pose x ~x„ , ne dilTérent pas l’une 
lie l’autre, et restent toujours égales du moins entre certaines limites. Toutefois oeltc 
égalité n’est point évidente , attendu que des fonction* très-distinctes , par exemple , 


(âg) 


— (*— *j‘ 
c 


et 


— t* — 

e c 


(l— x,)‘ 


peuvent se réduire , ainsi que leurs dérivées des divers ordres , 5 des quantités^nnées, 
pour une certaine valeur Xo attribuée b la variable a». Nous montrerons dans un 
autre article les facilités que présente le calcul des résidus, pour l’établissement ou la 
discussion des formules auxquelles on se trouverait conduit par les considérations que 
nous venons d’indiquer, et en particulier des formules que M. Brisson a obtenue* par 
ce moyen dans son dernier Mémoire. 
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SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 


Soient 

(') 0., . «î. Ole.... 

les différents termes d’une série réelle ou imaginaire : et 
(s) S,= tt, + U, + u. + ... +u,_. 

la somme dos n premiers termes , n désignant un nombre entier quelconque. Si , 
pour des valeurs de it toujours croissantes , la somme s’approche indéfiniment 
d’une certaine limite s, la série sera dite cmivergente, et la limite en question sera 
ce qu’on appelle la samme de la série. Au contraire , si , tandis que m croit indéfini- 
ment , la somme s, ne s’approche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et 
n’aura plus de somme. D’après ces principes , pour que la série (■) soit convergente, il 
est nécessaire , et il suflit que les valeurs des tommes 

+ i 9 ••• 

correspondantes è de très-grandes valeurs de n , diffèrent très-peu les unes des autres , 
en d’autres termes , il est nécessaire , et il suflit que la différence 

(3) Sn+« — S« = U» -j- 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur infiniment 
grande , quel que soit d’ailleurs le nombre entier représenté par m , Cela posé , soient 

(4) r. , r, , r. , rj , etc... 

les modules des différents termes de la série (i) , en sorte qu’on ait généralement 

(5) o« = r„(cosp. -f \/rr sinp.) 

p. désignant un arc réel. Il çst clair que, si ta série (4) est convergente, les séries 
réelles u , 

II.* AMRéx. 3o 
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( sai ) 


(6) 


r. cos/ 7 . , r.cosp, , r,cotp, , r|Cos/ 7 j, etc..., 
r.sinp, , r, sin/7, , r,sin;i, , rjsln/7] , etc.... 


le seront à plus forte raison , d’oii l’on est en droit do conclure que la série { i ) , ou 

N 

(7) r.(cosp. + \/Trsinf,) , r,(cosp, + v/iTsin;>,) , r.(cos/ 7 , + |/!T sinp.) , etc.. 


sera elle-même convergence. Ajoutons 1.* que les séries ( 4 ) et (7) seront évidemment 
divergentes , si le module r. obtient des valeurs très-considérables pour des valeurs 
infiniment grandes de l’indice n ; 3.* qu’en vertu d’un théorème établi dans l'Analyse 

algébrique [page i 43 ] la série (4) sera convergente, si la limite vers laquelle couver- 

¥ 

gent , tandis que n croît indéfiniment, les plus grandes valeurs de (r.)* , est in- 
férieure à l’unité. II ne pourra donc y avoir incertitude sur la convergence des séries ( 4 ) 

cl (7) que dans le cas oü , la quantité ,r. décroissant indéfiniment avec ~ , la 

fl 


limite des plus grandes valeurs de (r.)’ deviendrait précisément égale è Tumté. Or . 
dans ce même cas , on pourra souvent décider si la série (4) est convergente ou diver- 
gente , en recourant k l’une des propositions que nous allons énoncer. 

I." THéoBÊiiE. Soit f[x) une fonction qui demeure constamment positive pour 
des vateure poiitivee de la variable c ; et admettons- 1,’ que la fonction f(x) dé- 
croisse indéfiniment avec — i que le rapport • 


( 8 ) 


A^+0) 

/(*) 


reste, pour des valeurs infiniment grandes de ae, et pour des valeurs de G qui su 
surpassent pas Cunité, compris entre deux limites A, B, finies , mais différentes- 
de zéro. La série 

( 9 ) /(«). /(•)» /(»>• /(5)' «le,... 

f 

sera convergente , st Cintégrale 

(10) J f(x)dx 


s'évanouit pour des valettrs infiniment grandes du nombre entier n, quel que soif 
d’ailleurs le nombre entier m/ et divergestte dans le cas contraire. 
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( *»3 ) 

Dimontlration. DésigiMDB par a, la aorame des n premiers termes de la série 
(9) , eo sorte ^'on ait 


(*>) 


a, = /(o)+/(i)+...+/(n-i). 


Pour laroir si cette série est conrergeote ou dirergente , il suffira d'examiner si la somme 

% 

-4-m /(")+/(n+t) + ...+/(n + m-i) 

s’éranouit ou non, quand on attribne à n des râleurs infinies, quel que soit d'ail- 
leurs le nombre entier m. D’ailleurs on aura évidemment 


/(aj)dx= r /(*)da!+ J /(®)d®+... f f{x)dx 

= f [/(® 4 -") + /(* + »»+ •) +”* + /(* 4 -" + "» — 

%/ O 

d'oii l'on conclura , en représentant par 9 un nombre compris entre les limites 0 , 1 , 

(i^) y’^"‘^’"/(*)<<a = /(n + »)-f /(n + !+«) + .. .+/(» + m—i +9) 

Or, en veatu do l’hypotbéae admise , las rapports 

fiSt /(" + ») /("+»+«) /(n+m-i + 6) 

' ‘ ' /(») ' /(" + >) ’ ■*' /(" + m-l) ’ 


étant tous compris , pour de très-grandes valeurs de n , entre les limites A ei B , 
on pourra en dire autant do la fraction 

/(■+9)+/(»+t + e)+...+ /(a+m-i + 9) ifx 

(,6) .==±1 

/(")+/(''+0 + ”'+/("+"‘- ') s»+«-s» 

Donc la diflférence 


sera renfermée , pour de très-grandes valeurs de n , entre les deux produits 

J fn B'Jn 
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( *a4 ) 

Donc, li l’intégrrle (lo) s’éTiDOuit, quand oo attribue k n de» raleora infinies , quel 
que soit d’ailleurs le nombre entier m , on pourra en dire autant de la quantité 
— s. . et la série (g) sera convergente. Mais si l’intégrale (lo) dilibre sensiblement 
de léro , pour des valeur» très-considérables de n , et pour des valeurs finies ou in- 
finies de tn, alors la quantité ne sera pas nécessairement nulle ponr 

is = ao , et la série (g) sera divergente. Dans ce dnnter cas, la somme a. cessera 
do converger, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie s. Cette 
somme deviendra donc infinie en même temps que le nombre n . Par la même raison , 
la somme at la dilTéreoce s.^.« — s. deviendront infinies avec le nombre m, 

si , après aveir attribué è n une valeur très-coosidérablo , mais déternditée , on fait 
croître lo nombre m au-deU de toute limite. 

Corollaire. Lorsque le rapport 

/(«■*• 8 ) 

/(*) 


demeure constamment renfermé entre les deux quantités 

\ 


(» 9 ) 


/(*) ’ . 


et que la seconde de ces deux quantités croit sans cesse pour des valeurs très-considé- 
rable» et croissantes de la variable e; on peut évidenunent supposer 


et par suite la somme 


/("+0 

/(»)• ' 


*■“ 9n 


B=ii 


se trouve , pour des valeurs considérables de n , comprise entre les doux limites 


(»o) 


fin) /'■+* „ . . Pu+m 

~ /(*)<<», (ai) f(x)dx. 


/("+■) 

Exemple, Supposons, ponr fixer les idées, 

P désignant une quantité pesüire- La série (g) deviendra 
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( si5 ) 


> > 


I 

âj“ 


I 

^ ' 


I 


etc... : 


(»3) 

et l'intégrate 

(s4) f{x)dx=J^ (l +*)-'•</»= -i > 

t’évanouira ou ne t’évanouira pat , pour det valeurs infinies de n , suivant que le 
nombre (i sera supérieur ou inférieur b l’unité. Donc la série (a5) sera convergente 
si l'on a << > i . et divergente si l’on a f> < t. Dapt l’un et l’autre cet, la diffié- 
rence 


(» 5 ) 


«.+»— «.SB* 




+ ••• + 


>+,)/• ^ (a + a)/» ^ (a+m)^ 

sera le produit de l’intégrale (s4) pour un iàcteur compris entre les limitée 

/(") 


(s6) 


I. 


Ii + a)'» • 


/(n+i) (M 

Dans le cas particulier où le nombre p se réduit b l’unité , la série (s9) devient 


{*7) 




I 

"3 • 


^ t etc... f 


et l’intégrale (a4) doit être remplacée par la suivante 


(•*) f l^=n» + « + 0-l(«+*) = »(. + ^) 

Or l’expression 


qui devient sensiblement nulle avec — . quand on attribew an nombre m une va- 
leur finie", cesse do s'évanouir, quand vfi devient comparable k fs , par exemple, 

quand on suppose m = n, •n==an Donc 1a série (a;) est divergente. Ajoutons- 

que , pour cette même série , la dilTérence 


(■9) 


frf • 
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fera le produit de l’ialégralc 


( »*£ ) 


(3o) 



■ par UD facteur compria entre let limitea 

•{3>) '1 el 




a.* TfléoateE. 5m'( f{x) «ne fbfMion qui demeuré eonttammen$ poeitive pour des 
valeur» potitive* de la variable x , et qui , pour de tri»-grande* valeur» de eetu va- 
riable , dicroUte tans ceue avec . la eérie (^) tera amvergente »i C intégrale ( i o) 

s'évanouit . pour de» valeur* infiniu de n, quel que »oit m/ et divergente dan» 
le ca» contraire. 

Démonstration. Dana l’hjpotbèae admiae, l’intégrale (lo), qui forme le premier 
membre de l’équatiop (i 4), am pour de trèa-grandea râleurs de », inférieure au po- 
lynôme 

fL”) -b - /(•+)).+ +/(« 4-w — «>= *.+- — #» . 

et supérieure & 

/("+ >) +/{" + *) + ••• +/(* 4- ”»)=»»+«+■ —a,+. , 


En d’autres termes , l’intégrale 

(»o) f{x)dx, 

sera , pour de très-grandes râleurs de n , comprise entre les deux différences 

et, comme cette proposition restera rraie, tandis que n et m rarieront. l’on doit 
en conclure que la différence 

* * . 
sera comprise entre les deux intégrales 

(35) Sn—, ,■ Sn^ f[x)dx. 
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( «7 ) 

c'cit-ii-dire , iorërieure k la première , et aupérieare k la^aeconde. Cela posé , concevons 
d'abord que l'intégrale (lo) t'évanouiste pour n = oo, quel que soit m. La pre- 
mière des intégrales ( 33 ) , et par suite la différence s'évanouiront pareil- 

lement. Donc alors la série (9) sera convergente. Au contraire, si l’intégrale (10) diffère 
sensiblement de zéro , pour dos valeurs très-considérables de n , et pour des valeurs 
finies ou infinies de m, la différence — s. ne sera pas nécessairement nulle 

pour ft = 00 , et la série (g) sera divergente. 


Exemplu, Si l'on applique le théorème qui précède k la fonction 

surera de nouveau que la série (as) est convergente pour f> > 1 , 
ft = ou < I. De plus, on reoonxialtra que la différence 


7- T— a 9 ss«»- 

(i+a)/* 

et divergente pour 


(tS) 




■JîTfTp' 


(n+a)^ 


(n + m).“ 


est comprise entre les doux limites 


(34) 

et la différence 

(» 9 >: 

entre les limites 

( 35 ) 

Supposons encore 

( 36 ) 

La série (9) deviendra 

(37) 

et, comme l’intégrale 


(iH.m)'~*‘-ii*~'^ (n^-m-f i)*~^-(m-i)‘— /■ 

'-»* V T >-(» 






/(») = 


1 ( 1 -» ai) 

lès 


l(a) 1(3) 1(4) 

a * 3 ‘ 4 ’ 


elé... r 


( 38 ) 


/■ 


d» = -î [1 (»+ sn + !)]• - -i [I (n + , ))• 

S 

= [1 (« + m + 1) + 1 (*» + •)].!(.+ 
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( «*8 ) 


conierrera une râleur finie .ponr une «elenr infinie de n , •! l'on prend m = n , ou 

m — an , etc... . on peut affirmer que 1a tdrie (2^) Mra dÎTergente. De plus , la somme 


(5g) 




Sm 


U«+«) 

n+i 


«+» 


•era cooaprUe 6atre les deux limites 


l(fi+m) 
^ n+m 


l(n + m) + l(n) J. , m\ I(«+»+l)+l(» + 0 \ - 

(4o) — H‘ + TJ’ a 

c’esU^dire, inférieure à la première et supérieure à la seconde. * 

Les théorèmes i et a continueraient éridemment de subsister si , dans la série (g) ; 
quelques-uns des premiers termes étaient réduits è *éro, ou remplacés par de nonrelles 
quantités. "Concerons, par eiemple, que l’on considère la série 

I 1 I ' 

(4‘) O* TÜ^T' 51(3) 41(4) ’ *'■■■’ 

è laquelle se réduit la série (g) , lorsqa’après avoir supposé 


(4*) (.^s ~ )l(.+» T’ _ 

on aemplace le premier terme f(o) r= — = «o , par zéro. Comme I intégrale 


(45) 



dm 

(i+*)l(i+*) 


,( l("-l-’n-n) ) 

( !(" + ■) < 


conservera l’une des valeurs finies 


l(a). 1(3). 1(4). e*o.... 

lorsqu’en allribuanl au nonabie n des valeurs très-considérables , on déterminera le 
nombre m par l’une des équations 

m=«(n^-i)i, ns = n(n-Hi)*, m = n(n-t.i)», «te.... 


on pourra conclure du théorème i ou a que la série (4i) divergente. Do plus on 
reconnattra que la somme 
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( a*9 ) 
Il I 


( 44 ) 




(n+i)I(n + i) ^ (n + a)l(n + a) 

: ' ■ ... - . , 

est renfermée entre les deux limites 




(45) 


,( l(iH-m) ) ,( l(n-t-m-»i) ) 

(•(")>’ ( !(« + •) 


(s + m) I (n4»m) 


1 -...i. 


c'est-lt-diro sopérieura li la premîùre et inférieure ë la seconde 

' ' ■ . . '-r , 


Considérons ^lin la série 

F ,1 . 1,1 ■ . tv . ' 

. . ..f t. • 

(46) O , 


•i • 

‘ • *1 r" ir*’i i 

. • . ' .r .... 

etc.., . 


a[l(.)]M • .SIUS)]/*.'-. 4L*(4)]'‘ • 

dans laquelle f. désigne une quantité réelle ; on reconnaîtra san.s peine, & l’aide, du 
a.' théorème, i.* que celle série est cnnvcrgonle ou divergente) suivant que l'on .sup- 
pose U > 1 , ou P < 1 ) a." qiié , pc/ür cette i)iétno série , la dÜTérence ^ 

• . V+« — *" , 

est comprise entre les deux limites 

. • ’• ‘-f* ’ ■ "f* 

Il est facile de s’a'siûretLqiicJii différeqCe , ,1 . 


.. ni. -Vj 1,11. . ! 

’l.'e; 


cruU indénpimént avee ’ m , shîrant la remarque générale précédemment faite, quand ' 
on rcinpiiico la- série (9) par la série (aS), 'en supposant p"< 1 , ou par l’une de» 
séries En effet , d’après^ les calculs que l’on vient d’effectuer , les va-^ 

leurs de cette différciico correspondantes aux quatre séries dont il s'agit, sont respcc- 

tivcineni sivpécicuree aux quatre expressions .| >~ 

■ '■ d ■> ; . , 


(n-rm 


■H)— '■-.(n-H) -» 

i-p ' \ n+ij’ 


m \‘ I (n-f m+i)-l-l (n+i) 




Or, si , dans ces expressions, on attribue au nombre n une Talenr.très-couaidérablu , 

■ 3i 
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( » 5 o ) 

unis (lélt^rmioéc , et au numbre m une Talwr iafinie , elles se réduiront toutes à 
l’inrial positif. , 

Il est bon d'observer que l'intégrale (lo) , prise entre doux valeurs infiniment grandes 
de la variable x. est du genre de celles que nous avons nommées intigralei difinitt 
tingulUrtê. Cetto intégrale dçvieut certainement infinie avec le nombre m , lorsquo , 
pour des valeurs considérables de x , le produit œ f(x) dillére sensiblement de xéro , de 
manière à surpasser toujours une certaine quantité positive A. Au contraire l'intégrale 
(lo) devient nulle , pour des valeurs infinies de n , et pour des valeurs finies ou infinies 

de m , lorsque, le produit xf[x) s'évanouit avec — V et que l'on peut en dire 

autant d'un autre produit de la forme f{x) , S étant un nom^ déterminé, 

mais aussi petit que l'on voudra. Donc , la série (9) sera divergente dans le premier cas , 
et convergente dans le second. Pour établir ces deux propositions , il suffît de recourir 
aux deux formules , 


/ " + m , . ^n+m 

/(*)dx= J 


xf{x). — = (n + 8rn)/(n + 6m) 

9 • 




d 9 

m 


= (ia4.8m)/(n + 0m)l^i4--^j , 

• I J • , it 


/ f{x)dm= j a 




djD 


1+^ 


:(i» + ens)‘''‘V('‘4'6»”) 


J ~ 

«/fl X 


dx 

TT 




dans chacune desquelles 8 désigne un nombre inférieur è l'unité , et de faire croître in- 
définiment ie nombre, vn dans la première formule, lo nombre _ it dans la seconde. 
Au reste , pour que cea propositions subsistent , il n'est pas nécessaire que la fonction 

f{x) décroisse constamment avec ; et l'on peut énoncer le théorème suîvanti" 

3 .* TuéoBÊaE. La série (9) , dont tout Ut Urmet tant poiiti/t, MeomnergmUe, Utrt^ue 
det valeurs injinUt de ' n réduitcnt toujourt à tiro , non-teuUmerU U produit 

- ; . ' ■ ■ ■ ■ 
( 48 ) **/(") • 

maii éneore U produit • ‘ 
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i+î * ■ ■ 

(4g) " /(")» 

i dùii;nant un nombre ditermini, mais qui peut êlre auui petit que ton voudra. 

" même série est divergente , quand le produit ( 48 ) diffère sensibietnent de zéro , et devient 
supérieur À une certaine quantité positive , toutes les fois que ton attribue ïtm 
nombre n des valeurs considérables et supérieures à une limite donnée. 

Démonstration. En cflTel , sappo»ont d’abord que l’expretaion (4g) s’tivanoiiiasc tou- 
jours avec , el soit N le plus grand des produits 
n 

(io) I («+ >)'^ /"("“H •)>■•• (""t""* — ') *)• 

ti deviendra nul pour n=:ao. D’ailleurs la diÛilrence 

— a„ 


sera évidcmnient inférieure au produit 


(5.) 






(»+') 


1 + ^ 


+ ••• + 


(n+m-i) 


I + i ■ 


dont le second facteur s’évanouira, en même temps que le premier, avec — ■ , attendu 
que la série 


I 

i+J ’ 


.• + * ’ 


, I+i 


utc... , 


est convergente. Donc la série ( 9 ) sera elle -même convergente , ce qu’il s’agissait de 
démontrer. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs considérables de n, le produit 
nf{n) devienne constamment supérieur b In quantité positive /i. Alors la dilTéreocc 
surpassera le produit 


(5>) 



+ ...+ 


nS-m-i 



et , comme ce produit croîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de m , attendu 
que la série (sy) est divergente, il est clair que la série ( 9 ) le sera pareiljeuient. 


Digitized by Google 






Digitized by Google 


0 



r : « ; ; ' ‘ . i .« ^ . i 

SUR LA VALE«R DE L’INTÉGRALE DÉFINIE 




,-(«jr* + »i + Orfa 



a, b, C bisiGKlNT DES CORSTAnTES BIELLES OE IXA01H*IBE3> 


L'intégral* i- . i -• • 

I • 

que l'on réduit, en posant s = o>' , é la forme 
(!) da. = r(-^], 

est équiralcote, comme Ton sait , k la racine carrée du nombre r , en sorte qu’on a 

(s) J* e~* dt = ir‘ . 

Si l’on prend maintenant 

( 3 ) « = «•(»+ 

\ 

I * v' . . 

a, h désignont deox comlantes réelle» dont la premiore &oii poaitire, un tiroia de 
ré<|uoHon (s) 

I . I r . . I • h t • - 

— , ,7 ■ ■ 


(« 

i 

cl par suite 

<‘i X 


Sl.‘ 


* —(«»' + »* + i 5 

e ■ dx Z 




I J ■ 

t]1 II. 


/ 


Digitized by Google 



I 

( *54 ) ' •" 

Or il est faciio de prouver que les formules (4) et (5) s’étendent au cas même oli tes 
constantes a, b. e deviouneat imaginaires, pourvu que la partie réelle de lê cons- 
tante a demeure positive. On y parvient en effet de la manière suivante. 

Soient a, des constantes réelles, et posons, dans la formule (i) de la 

page lia, 

(<>) ?(/».e) = a/)-|-l, Z(P>>’) = (PP + rie, 

fj) p, = — OD, p = <t>, r. =3:0, £ = l. 

Alors , si la fonction / est telle que le produit „ 

(8) ' p/[«P+^4-(PP+ri'‘V^i] . ' 

s’évanouisse pour des valeurs infinies mais réelles de p, et conserve toujours une 
valeur finie entre les limites 

% 

p = — OC, p = co: r = o, r==i, 

OD Irourera 

Comme on aura d’ailleurs , en supposant a > o , 

= J'y{aX+p)dp= J'^^f{x)ds, 
r.t , en supposant « < o , 

aJ'^^f{a\+p)dp = J'^ /(»)d»=— y’ /{*)<<«. 

on tirera de l’équation (g) , en remplaçant dans le premier, membre la lettre p par la 
lettre X , ' ' 

* I , 

(•O) /_’y[(« + ?V/T)æ + i + P^::]d* = ±-~;^ f'^J[x)dx. 

11 importe d’observer que, dans la formule ( 10 ) , le double signe d= doit être réduit 
au signe -f- , lorsque la constante réelle a est positive , et au signe — dans le 
cas contraire. 


I 
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( *35 ) 


(11) . /(*) = « 

L'cxprcMÎon (8) deviendra 

pe 

Ur cette dernière coniervera toujoun une valeur finie entre les limites p = — k 

o=roo,r = o,r=i, de manière k s'évanouir avec — , si l'on n 

« . . . , • , P . . . : 


('») 




c’est- k-dire , en d’autres termes , si la partie réelle du carré 

(a+pv/r,). 

est positive. Donc, si la conditioo (ta) est satisfaite, on aura 


f’ , ... 




=± 




D’ailleurs , si l’on fait pour abréger 

(i4> p = «*-|-p*. 

on trouvera , en supposant ■’ > p* ,' 


iab 

T = arcUDg-^^ . 


(15) * a = (« + p\/r, )• = p(coST + V^isinv), 

et ‘ , 

(16) a’=p’|coi-^4-t/rrsin-^j = ±(ct + PV/7). 

I 

le double signe devant être réduit au signe -f- quand a sera positif, et uu signe 
— dans le cas contraire. Par suite la formule (i3) donnera 
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('7) 


/: 


dx 




Si, dani l'équalion ( 17 ) , on remplace le rapport constant 


par la lettre b , on reproduira la formule ( 4 ) ; puii , en multipliant les deux membres 
par l'exponenliello 


— c+ 


4* 


on retrouvera l'équation 

/ CO 


•(«»’ + éa:+,r) 




dans laquelle a, 0 'pourront être des constantes imaginaires, dont la première . 
seulement devra olfrir une parlio réejle positive, * 

Si la partie réelle de la constante a devenait négative, l’intégrale comprise dans 
le premier membre de l’équation (5} aurait généralement une valeur infînin ou indé- 
terminée. 

Si , dans l’équation (4) , on poso , pour plus de commodité , ' 1 : 1 

I 

(18) fl = p(cosr + ^i sIdt) , é = 8p,(cosT, + sinv,) , c = p,(c08T, + v/"i sinv,) , 

p. Pi, Pt désigna ut les modules des constantes a., b, 0 , et v un arc renfermé 

entre les limites , , on en tirera 

a a ■ , — . , — - ■ I V . 1 

/J'' ^*(p*’C05r+af ,flrcosT,+p,cosT,)^-(fflr* iinT+ap,»slnT,+p,sinT,)^i 


('9) 


( . P,*cos(it.-t)' [ . p,*sin(aT, - t) 

= •; - — 0 — ^ ' 7) 


et par suite 
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(ïo) 


(ai) 


( aS7 ) 

, ^ - P,"C0* (t- iTi) 

/î 7 \r P.COST, . p,.sin(T-aT.) , . \ 

— ^ — j e P coi|— ^ ^ l-f«*iiiTjj I 

J- ^-(?*-co..+ap.^co...+p,co5r) ^ P., in,.) di 

. p,*co»(T-aT.) 

= (7l'“ ' 


•p,COl... p,»sia(T-3T,) , _._ \ 

SID [.S — —i. -)-p,»inT.| 

\a f . ' 


Si l’on potait au contraire 

(aa) a = /f + Z)v^. b = fiJfE\/^. c = C’+FvC. 

A désignant une quantité positive , et B , C , D , E , F des quantités positives ou 
négatives; on trouverait 

(,3) ' J- . 

i 

^[f>--£.)^aP£D J (l».:Æ>)D-a^B£-^ J_ B| 

r' li[A’ + D') , 4U’+0’) » 

• i ' 

JA'+D'Ÿ 

et par suite 

(* 4 ) 




{^A'+D’Ÿ 

(a5) 


J" e'^"^‘‘'*^“^^^Co»{Dx' + Ex + F).dx = 
A{B'-E')+nBED 

‘ (B'-E')D-aABE i . 0| 

F-h ^ ^ h — arcUng — } 


cos 


J" iM[Ox' + Ex + F).dx — 


-C+ 


A[B'-E')+!kBED 
4(^* + D’) 


(A'+D'Y 

IL* AKKia. 


(B'-E')D--iABE 1 . B) 

F-+- r -^ — H arctang — . 

^ ^ 4(^;+X)') a * -< ! 


3a 
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( .38 ) 

Les équations (ao), (.i), (.4) (a5)'CoraprcDnont, comous cas particulier*, les tor- 
mules connue* 


(. 6 ) 


(»7) 


I 

l' 6 '^'”^CO*(px’»in's).da: = |— j’coa-^ , 

I' e *°*^«in ( px’mdt). < ix = |— j *in-^i 

J' e ** cos*x.da = ^-^j e *• , 

I J' e ** sin*x.<ix = o, 


(lonl les dernières subsistent pour des valeurs quelconque* des constante* a et « ■ 
pourvu que la partie réelle de la constante a reste positive. 

Lorsque, dans la formule (5 ) , on prend successivement 

t 

b=zts, i = — a*^/rr, 

et que l’on suppose en outre a = i , c=: o , on en conclut 


(. 8 ) 

*’ / 1 \ï r»“ -*• asx , 

* =It) 

et 


(*9) 




Les deux équations précédentes subsistent , non-seulement pour des valeurs réelles , mais 
encore pour des valeurs imaginaires de la constante s , cl peuvent être cmploTécs 
utilement dans la solution do plusieurs problèmes. 

Lorsqu’on pose, dans la première des formules (. 7 ), u = — , et que l’un réduit 
chaque membre à la moitié de sa valeur, on en conclut 


lÔo) 



cossxdx 
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0 pouvant être uno quantité positive , ou une expression imaginaire dont la partie réelle 
soit positive. De plus, comme, en vertu de la formule (3o) , 

• I 

e et 

0’ 

sont évidemment deux fonctions réciproques de première espèce , on lirêra de l'équation 
(71) de la page (i53) 


(5i) 



' Oa* 



'ÈL 
S s 


•|« c 




«, ^Hi^ésigmnt deux nombres choisis de manière que l'on ait 

(3s) .• = 


En d'autres termes , on aura 


il -Oa* -4Sa* -gOa* 

(55) a‘| — + e +e +e + 






, 6* h» 

*0 '^0 

•fd +e +. 


b désignant deux nombres assujettis h la condition 

( 34 ) abz=ir. 

Si» dans l'équation (53), on réduit la constante 9 h l'unité, oTi retrouvera la foriunle 


déjè obtenue précédemment [page iSG], Si l'on iètt, au contraire, 

(36) fl = C05T + V/üsinr , 

/ 

T désignant un arc réel , compris entre les limites — — , 4*~ i l’équation (33) 
pourra être réduite à 
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( 3 -) 


.•(co,i+i/rrsiDl)[f 


a * (cMT+|/r, «in t) -4a’ {eott'¥)/T, sin t) l 

*T" C - 4 - - - I 


...] = 


6-[co» I -- v/rr»iu I) [i-h a + a -'î*’ 


et l'on en conclura 


(58) 


;ri T -a’cosr \ 

( t 

. • ) 

— cos — + c cos 


a’sioTl 

La 4 ' 

l4’ 

/ 

;r> T -A’eosr i 

fr 

1. • \ 

-cos --(-a cos 


o’sinr 

La 4 ' 

(4 

/ 


(f , ■ \ - 4 «’cosr /■'/.•) 1 ' 

o’sinTj +e co«^— — 4<» sintj -t-...J=; 


-f* c 


• ^b*coit fx 


^^r-46*sinTj -4-. ..J , 
■ - % 


\r 

I . t -a’cosT . 

T . \ 

-i4a*C0ST . 

fv 

— 4«’»inT 

*1 


“ l 

— sin-r+e »m 

a 4 

- — Œ’SinT| 

4 1 

-f- c 

8IÛ 

l4 

+ ... 


1 

pi . T -é’COST . 


-àù*C05T . 

/t 

— 45’»inT 

■ 


-6* 

-sm T + « »'o 

La 4 

— — t’sinr 

\4 

+ e 

lin 

.4 

+...J 



( 3 g) 


Si mainlenent on posa 

a = 6 = v/“ . 

l’équation (58) deviendra identique, mais l’équation (Sg) donnera 

,, , 1 . T -TOBST . I r ■ ) , -4>'C0ST • \ 1 

(4o) — sin-^-+-e ' sm — if suJTj -1- e sm^-^ — 4’'*inTj = o , 

eu , ce qui revient au même , 


-irCOST . , - 4 irCOSt . . : . 

. te sintrrsinri + a sin (4«BinT)+etc.. 

(4i) tang-7-= s i 

° 4 ■ -SCOSt , . . - 4 iïC 03 T . 

-+« cos(>tsinT)+» cos(4niiar)4-etc,. 


Prenons , pour fixer les idées , r = . Alors on aura 


• t/s 

smr = — t cosT=-ï — 


\ 


Digitized by Google 



( *4i ) 


et l’on tirera de la formate (4i) 


( 4 ») = 


a ® a a 

e +« +« . +... , 


-4-li^ _,6li^L _3(J^ 


T+' 


Concerons k préeent quf l’on poae 


tang— =Æ. 


On trouvera 


. T 

lin — = — rr^ 
a l/l +j 


t t 

COI — = — 

a V/i+«* 


. 92 92’ 

IIOT=r , I — coït = - 

1+2’ 1+2’ 


^ 1-COlI (l+2*)’-l 


tan6_=. 


puii , en diiigaant par n un nombre entier quelconque , 


.„.,coir . -n>2 ,«’*(>-«>” + t/^*»«“i-)+,n’''(>-C0lT-v/r.siu«) 

« COl(n‘)TiinT) = e - — ■ ■ ■ . , , , ' 

, a 


^9n’it»l/^.(i+2l/-“i)-'^^-an*ir2i/r,(i.jj/r,)-' 


-«•acoir. , , . ' -»•« 

4 ltn(i«*^irimT) = e — 

aj/r. 


^an»ir«V/r,{i+»y/r,)*-_^-an»s2|/r,(i-jn/n>-' 


Cela polé, la formule (4i) donnera 


(l-fj*)--! jiiX + AjX'+ÀsX^+ HC... 

<4 ^o+^,2*+^4a!t+//aa6+elc... ’ 


Digitized by Google 



( *4* ) 

le$ constantes , At , , A^ , etc.*# ^tant détermlnéea par lea éqtiationa 




-Oir , - )Otr . 

« +« +elc... , 


A, = air(â *" + 4 * + )» 


• y^,==aTr(« ’^4-4« ^" + 9® ^*^+l6a 


• iOti 


0. 


(44) 




4 <f* f , ,a -Aw 1 a -9« . /.a -16» . > 

— U +4 e *• 4-g a » +,6 a + ). 


x/,=^,rfa-' + 4«.’^* + 9«'^’'+.6."®’'+ ). 

+ 4-^V' + 4‘<«"‘" + 9’«'®’'+«6%-‘«’' + ). 

Stt* f -it 5 _ 4 ff 3 -g- 3 -i6„ ^ 

TZ?' +4 e +9 « +16 « +-.J. 

etc 

de telle »orte qu’on oura généralement , pour n > o , , • . 

(45) ^„ = ± ( 5 , - 6-._. + s„_. _ ... =p 5 . ± s.) , 

la valeur do S„ étant 

ire\ f (*•')" /■ -^ , /" -4» . n * 0 » . -.n - 16 « . \ 

+4 • ^ +9 « +»C e +•••). 

et le doohie ligne d: devant être réduit 00 ligne ou au ligne — , mirant 
que le nombre entier n lera ou ne lera pai do t’une der formel 4*tt>4'» + i> Si, 
dam l'équation (45) , on attribue au nombre n , 1 .* lei valeurt impairei 


I , S , 5 , ... tm 4 * I ■ 


a.* lei valcuri pairei 


a, 4 * G, ...a ffi , 


on en tirera lucceiiiToment 
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“ St J 

y^j = — + 5, , 

(4?) I //j = 1 S 5 — 4*^4 ■4* 4*5> “1“ » 

etc 

y..,. = (- 0 - - i^s.. + 5„_. - ... + S.] . 

-4, = — -5, + 5i, 

y^4 ” — 35j -f" 3 s g — *5i * 

(48) I A& = — iSfl -f- 55s — lOiS^ -|“ 10^1 — 5iÇj -f- 1 

etc 

(- 5.^.-...-.».] . 

De plu« , comme on a , en rertu de la formule du binôme , et en «uppoaant a:’ < i , 


//-A (i + i*F-' _ « ( 

(49) ® 


*’ + 


1.3 


1.3.5 


SD * •• 


4 ~ '4.6 4.G.8 

il est clair que l'équalion (43) pourra être préaentéo soua la forme 
(5o) /1,x + ÂiX^ elc,.,~ ■ 

A„ -f- AtX* Aex^ . 


j.L_4xi+i4**+±^»T4..., 

a 4 4.b 4.6.8 T 


Lorsque , dans celle dernière , on développe le second membre suivanl (es puissances 
ascendanles do x, le dévcloppemcnl doil coïncider, quel que aoil x, avec le po- 
lynôme renfermé dans le premier membre; d’oü l’on conclut 


A, = -A., 
a 


(50 


A, = ^A,-^ 


Ag t 


1.3 


a. 4*8 


/^a 0 


Ai = — At^-~ —— r A', ■ 
a a. 4 

etc 

^ 074“^’“"’ »-4- 6 


3 ^ j_ i.3...(am-i) ^ 

Sm«»4 ïfc , ■ r Ag* 

a.4...(am+a) 
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hiitiii , çi l'on reporU- daoi lc« formnlci (5i) les râleurs de A, , A, , , A^ ) 

tirées des équations (44) . ou , co qui rcricnt au même, des équations (4;) et (48) > on 
trouvera \ , • 

. -» , •, -4"' 1 *9>' 1 II - itiît , 

/t.\ ' * +4® +9» +>*»* +••• 

[ — -ir- r ^«1 - laar ^ 

, I -TT -4s -OS -l6s , 

4»: — + « +* +« " +e +... 

i 

et l'on obtiendra des relations dignes de remarque entre tes sommes désignées par S, , 
•V, , Si, etc.... On aura , par exemple , _ . , 

(45) Si = -^{s.-±S,'j. 

ou, en d’autres termes. 



-s 3 -4s 3 -Qs .3 - ibs 

c ® 9 ^ ^ i6 e -^«.s 

i5r -s a -4s a -ç)s a -l6s , ^ 

— +4 e +9 « 4- i6 e ,.-4-...) 

i5 / -s -4s -gs -i6s \ 

— gtr\* +4« +9* -f- i6e -f- ). 
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SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES 

DU CALCUL DES RÉSIDUS. 


Soit f[z) une foDction qui s'érinouisse , lorsqu’on atlribue & la ràrlable s des 
valeurs infinies , réelles ou imaginaires , et supposons que le produit 

(•) */(0 

se réduise alors & une constante déterminée D'après ce qu'on a dit dans le pre- 
mier volume des Exercices, page iio, le résidu intégral de la fonction f(z) sera 
précisément égal à en sorte qu’on aura 


(») 


Uim ))=^- 


Comme cette dernière formule peut servir & résoudre un grand nombre do problèmes , U 
importe de bien fixer le sens de la proposition qu'elle renferme. Tel est l'objet dont nous 
allons d’abord nous occuper. 


J’observerai en premier lieu que , dans le cas où l’équatioq 


a une infinité de racines , l’expression riiida intégral désigne la limite vers laquelle la 
somme des résidus partiels de la fonction f{i) converge de plus en plus, fc mesure 
que l’on fait entrer dans cette somme un plus grand nombre de termes. Or la valeur de 
cette limite peut dépendre do l’ordre dans lequel on range les résidus partiels pour les 
ajouter les uns aux autres. C’est ce qui arrivera , par exemple , si l’on suppose 


Alors l’équation (5) , réduite à 

( 4 ) 

11.* ARxia. 


/(••) 


irCO$îTi 

rsiojTX 


^•inirs^o , 


S3 
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icrmcf de la «éric (8) les n -f m premiers termes de la série (6) , m et n étant 
deux nombres entiers quekonqnes, on obtiendra la sornm'e 


(>») 


‘ +-^+-.+ ' 


• n+i B+s n+m 

qui , SC trouvant toujours comprise entre 1 rs dota quantités 


<■*> . + 

[voyei la page S87], pourra converger vers une limite finie et positive, ou même vers 
une limite infinie, tandis que les nombres m et n croîtront indéfiniment. On arri- 
verait à des conclusions du même genre, si l’on ajoutait aux n premiers termes de 
la série (6) les n -j- m premiers termes do la série (8). Seulement alors la somme 
obtenue , et la limite vers laquelle cette somme convergerait, deviendraient négatives. 
Ainsi , dans le cas que nous considérons , le résida intégral 


aura une valeur générale indéterminée, qui pourra être finie ou infinie, positive ou né- 
gative; et la formule ( 11 ) no fournira qu'une valeur particulière de ce même résidu. 

Revenons au cas où f{z) désigne une fonction quelconque. Alors l’équation (3) 
pourra offrir non-seulement des racines réelles , mais encore des racines imaginaires. De 
plut tobte valeur imaginaire de : pourra être présentée sous la forme 


(14) i = 

r désignant une quantité positive appelée module, et p une variable réelle, com- 
prise entre lea deux limites — Enfin l’on pourra concevoir que les variablea 

* réelles r et p représentent deux coordonnées polaires , savoir lo rajon vocteur d’un 
point mobile , ce rayon étant compté è partir d'une origine fixe , et l’angle que (ait le 
même rayon vecteur avec un axe fixe passant par l’origine. Cela posé, imaginons que, 
dans le plan des coordonnées r et p , on trace une courbe fermée ou un contour 
fermé, dont la forme varie sans cesse et de manière que ses différents points s’éloignent 
indéfiniment de l’origine. Supposons d’ailleurs qu’on ajoute les nus aux autres lés résidus 
partiels do la fonction y(:) correspondants è des valeurs de r et de p qui in- 
diquent des points situés dans l’intérieur de la courbe. Lo noiobro des termes dont se 
composera la somme ainsi obtenue croîtra sans cesse, et la limite vers laquelle convergera 
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celle soiame pourri! dépendre do la nature de U courbe dont nous avons parlé. Donc le 
résidu intégral de la ibnetion ' f {i), qui n’esl autre que celle liiuitc, aura le plus 
souvent une valeur générale iadétenDiuée. Mais il n’en sera plus de même si la courbe 
esl réduite à la circonférence d'un cercle dont le centre coïncide avec l'origine, cl dont 
le rayon H croisse de plus en plus. Alors la somme des résidus de /{z) corres- 
pondants à des points situés dans l'intérieur du cercle , c’est-à-dire , la somme des ré- 
sidus correspondants aux racines dont le module sera inférieur à R , se trouvera re- 
présentée par la notation 

(. 5 ) 


[voyez le t.*' volume des Exercices, page aoy], et pourra qonverger vers une limite 
déterminée, tandis que le rayon B deviendra de plus en plus grand. Celte dernière 
limite sera une valeur particulière du résidu intégral 

/(-•) )) . 

que nous appellerons valeur principale , et qu’il ne faut pas confondre avec la valeur 
générale ci-dessus mentionnée. Dans l’exemple que nous avons déjà traité , le résidu in- 
tégral 


a pour valeur générale une quantité indéterminée, mais sa valeur principale se réduit 
à zéro. 


Les observations que nous vouons de faire s'étendent au cas même où , la fonction 
/(:) SC présentant sous la forme d'une fraction , il s'agirait d'évaluer le résidu intégral 

relatif aux racines do = o , qui rendraient le dénominateur 3e la fraction nui , 

ou le numérateur infini. Supposons, pour fixer les idées. 


/(*) = 


iW 


•Mors les valeuri principales des deux expressions 


r »f(0)) • r f(») 

FC-') ’ ‘^((F{r))) 
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ne seront nutres que les limites vers lesquelles convergerool les résidus 

% 

(«)rw ((fW)) OTp'w f(.’) 

K(r) • C)‘^(.,) ((K(r))) ’ 

tandis que le module H deviendra de plus en plus grand. 

Il est maintenant facile de s’assurer que, dans la formule (a) , le résidu intégral 


l{( /M )) 

doit toujours être réduit h sa valeur principale. EffcctÎTcment , pour y parvenir , il suffit 
d’observer que cette formule peut être déduite do l'équation (C4) de la page ai s du i." 
volume & l’aide des considérations suivantes. 

Supposons que la fonction /(•) ne demeure pas infinie pour s = o. Alors, en 
remplaçant t par ;, f{t) par f{-), et r. par zéro, dans réqualion0G4) 
de la page aia du premier volume, on trouvera 

.J 

J’ajoute que la formule (i6) s’étend au cas mémo oü la fonction devient 

infinie avec — , pourvu que, dans ce cas, on considère lo résidu de f{z) relatif 
b z = O comme renfermé dans la somme désignée par la notation 

(») {‘^) 

En elTet, soit m lo nombre des racines nulles de l’équation (5), et faisons, pour 
abréger, 

*'"/C0 = f(*)- 

Les premiers termes du développement de /(:) suivant les puissances ascendantes 
de Z composeront le polynôme 

f(o) I » f'(o) I » f» I I » ' 

î« ‘ j>"— ■ 1 ' • i,a ^ i.a.3...(m - 1 ) ’ 

et la diffiirence 
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r{z)=f(z)- 


fj.0) 




r(o) 


1 r-— )(o) 

’ I , i.a.3...(m-i) 


ter* une nouvelle fonction de z goi n« deviendra plut infinie avec — . On aura 
donc I en vertu de la formule ( 1 6 ) > 




m c M 

(o) 


Or , ti l’on sobatitue dans l’équation précédente la valeur de w (z) , en observant que 
l’on a , pour _n > i , 

-rr 

et po^ n = 1 P 




on obtiendra la formule 


«s'"’ ((/(î) )) =J_ r Rcf'^=^ f[Rt'‘'f=^)dp 'M - 

'^(-<r) " i.a.3...("*-0 air J.» i.a.3... (m-i) 


(«) r (») 
t») 


qui pourra être évidemment aédoite b la formule (i6)> 

Cela posé, désignons par ^ une constante déterminée, et admettons qu’en attribuant 
au module r des valeurs de plus en plus grandes, on puisse choisir ces valeurs de 
manière que la dilTérence 

(17) A = z/(z) — /=r«/’*'"/(r«rr^) — / 

s’approche indéfiniment de zéro , quel que soit p. En désignant par R une des .va- 
leurs dont il s’agit , et par i la valeur correspondante de l’intégrale 

(,8). ■irfyi’- 

on conclura de l’équation (iC) 

W r W 

(■9) . ;,jX^((-/(*))) = ^ + ^; 
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pui* , en preneot fi 


( »4« ) 

^oD , ei lapponat le rdiidu int^rsl' 

• i ((/(-•))) 

réduit k «a valeur principele , on trouvera définilivemeDt 

(*) I {{/{»))) = g 


La démonstration précédente de la formule (a) subsisterait encore , si les valeurs de 
la diiTérunce 

* = »/(»)— 

correspondantes k de très-grandes valeurs de : , étaient sensiblement nullos pour des 

valeurs de p sensiblement distinctes de certaines quantités p,, p, , p, , et 

demeuraient finies pour des valeurs do p très- rapprochées de p, $ p, . p, , ... En 
eflet , les parties de l'intégrale (i8), correspondantes à ces dernières valeurs de p, 
seraieut de la forme 


(ïo) 


t-r ^ J p, — i. 




* 

t, , I, désignant des nombres très-petits , et a,, a, des quantités finies. Or, cha- 
cune des intégrales réelles 


■ r^\.dp. 


étant égale au produit de la somme i. -|- 1, par une moyenne entre les diverses va- 
leurs de a, ou de a, , resterait fort petite dans rhy^otbèse admise; et l’on pourrait 
en dire autant non-seulement de l’expression (20), mais encore de l'intégrale (18), dans 
laquelle toutes les parties relatives à des valeurs sensibles de a seraient sensiblement 
nulles. Ainsi, pour que notre démonstration subsiste, il suffit que des valeurs do a , 
correspondantes k de très-grands modules de z , demeurent généralement ou très- * 
petites , ou finies , quel que soit l'angle p, et ne puissent cesser d’être très-petites , en 
devenant finies, que pour certaines valeurs particulières du même angle. Il y a plus; 
il suffit que cette condition puisse être remplie, pour des modules do z convena- 
blement choisis, mais supérieurs k toute limite assignable , par exemple, pour des modules 


a 


Digitized by Google 


( *5» ) 

respectivement égaux aux différents termes d’une série donnée et toujours croUsanle. 
Il pourrait d'aijicurs arriver que 'd'autres valeurs de A , qui correspondraient b des 
modules de z très-considérales , mais pris hors de la série donnée . fussent infinies ; 
et c’est ce qui arrivera d’ordinaire , lorsque l’équation (3) aura une infinité do racines. 

Pour faire mieux saisir ces principes, appliquons-les b un cas particulier, et supposons 


(ai) 




z(6’ + e~‘) 



a 

e‘+e 



Comme on trouvera dans ce cas 

(»») -/(») = I + . 

il est clair que le produit : y(z) différera très-peu de l’unité, pour de très-grandes 
valeurs attribuées au module r de la variable 

Z =re'”<'^ = r(cosp + sinp) , 


t 


tant que l'on n’aura pas sensiblement 

(aô) cosp = o, 

c’est-à-dire , 

(a4) • • p = + ou p = — .1. 


Ainsi, dans le cas présent, on tirera do la formule (sa) ^ — i 
(a5) A = z/{:) — 1 


gr*»$p^rHiÈpŸ^i — rses^ — riim/sV— s' 

D’aÜJeurs, en prenant p = . on trouvera 

• a 

(a6) A = -i— . 

' ' ' cosr 

Or , celle dernière valeur do ^ deviendra infinie , si Ton pose 

(„) 
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' n éUDt un nombre entier aussi grand que l’on voudra ; mais elle restera finie i et te. 
réduira simplement à l'unité , si l’on pese _ * ' ' 

ê. 

♦ 

(a8) . r = nw, 

• « 

t %. ' / 

c’eit-b-dire , si l’on prend pour r un terme de la série 

(» 9 ) O, K, air, 3ir, 4'f» etc.... ^ 

Il y a plus : si le nombre entier n devient infiniment grand , la valeur de A cor- 
respondante à r = nir, restera toujours finie, lorsqu’elle cessera d’étre infiniment 
petite, ou, ce qui revient au même, lorsque l’angle p dilTèrera tris- peu de Tune 

des quantités ' — — , -f- • Pour le démentrer , nommons le modale de la 

3 a ^ 

différence A et $ un arc réel choisi do manière à vérifier l’équation. 


(3oy Æ (ce«$ -4- t/.i sin$*) = A = — - — ^ 

On lirsM de cette équation 


(5i) 


,a‘= 


/>+acos(arsinp) + «— •'■•"r 


Si maintenant on cherche les maxima et minima do l’expression 
(3a) «•'■■“r+acos(arsinp)-f-s-"'*"r, 

en considérant p comme seule variable, on reconnaîtra qu’ils sont donnés par la 
formnie 


acosp.8io(trsinp)-4-(«*'’*“'’ — <“”‘*"'’)sinp = 0 , 
k laquelle on ne peut satislaire qu’en supposant 

(3ï) ' ces;» = o , >«0 (34) sin/> = o , 

c 

puisqu’on en tirerait dans toute autre hypothèse 

sin(arsiDp) ^ 

4rcesp arsinp 


il.* Aitnin. 


34 



•t ptr faite 




ce qm lerait alifarde. Il est aisé d’en conclure que l’expression (5t) admettra un seul 
moætmttfn correspondant & sinp = o, savoir, 

(35) *>' + a + «— '■ = («’•+«-')•, , ‘ 

et on Mul minimum correspondant é coap '= o , savoir , 

(36) i + acoiar-4-i =4eos*r. 

Donc la quantité sera comprise entre les limites 

i3;) 




eos» r 


et le module ^ la dilTérence A ne surpassera jamais la valenr numérique du ^ 
rapport 


( 58 ) 


I 

oosr 


Ce rapport devient infini , comme on devait a’y attendre , qaand on suppose 

(awn)ir 

a ' 

Mais , si l'on prend r = iw , la valeur numérique du mémo rapport , ou. la limite 
• supérieure du module ^ , se réduira simplement à l’unité. Donc alors , dans la dif- 

férence a , la partie réelle et le coeificient de seront renfermés entre les li- 

mites — I , 4* > > et cette difTérence aura toujours une valeur finie , quand elle 
cessera d’étre infiniment petite, ce qn’il s’agissait de démontrer. 

On aura donc, en vertu de la formule (a) , 

r . 


( 39 ) l 

pourvu que l’on réduise le résidu 


((.(.-+.-))) 
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( »5S ) 




i 4« Taleur principale. La formule (39) , étant développée , fournit l’équation connue 
( 4 o) . 


1,1 I , «r 

‘-T + T-7 + *‘'-=4" 


De tout oe qu'on vient de dire , il réaulte qu’en peut énoncer le théorème suivant. 
«.** Tnéoainn. en «ttnétuinS an tnodufe r tUtavartabU 

: = r (cos;> + i/T tinp) 


du vaUurê infiniment gntndu, on peut U» ekoitir de taanUre que le produit 

(t) */(*) 

devienne tenùblement égal à une contiante diterifiinée ÿ , quel que toit d’ailleurt 
Cangle p , eu du maint de manière que la différence 

»/(*)-/ 

rttte toujourt finie ou infiniment petite, et ne eeue d'étre infiniment petite, en demeu- 
rant finie , que dont le veitinage de eertaina valeurt partieuUéra de l'angle _ p ; on 
aura 

{*) lan^)))=g. 

pourvu que , dans le premier memére de [ équation (a) , on réduite le rétidu intégral 

<£-{{/(*))) 

à ta valeur principale. O 

Corollaire i," Lorsque les conditions énoncées dans le théorème précédent sont 
remplies , U valeur principale du résida intégral 

<Î^C( /(*))) . 
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( »SG ) 


etl complètement déterminée par la formule (a). En d’autres termes , l’expression 


(«) r (>') 


((/(*) )) 


s’approche indéfiniment d’une limite fixe , tandis que le nombre ^ devient de piqs 

en plus grand, et cette limite fixe est précisément la constante Donc, si l’on 

nomme 


(40 


r. , r, , 


les divers modules des racines de l’équation (3) , rangés par ordre de grandeur , et 'u,, 
la somme des résidus partiels, relatifs aux racines qui offrent le module r. , la série 

(4») tt« , ... 

sera convergente , et l’on aura 

(43) «, + u. + u, + etc... 


Si, au lieu do prolonger la série (4a) 3 l’infini, on l’arrêtait après un certain terme, 
la somme des termes conservés ne serait pas rigoureusement égale à mais la diffé- 

rence entre cette somme et la somme de la série serait représentée par l’intégrale (i 8 ). 
Nous montrerons , dans un autre article , comment on peut calculer par approximation 
l’intégrale dont U s’agit, et par conséquent le reste de la série (4a). 

Corollaire s. Si le nombre des valeurs de p , dans le voisinage desquelles la diffé- 
rence 

A = z/(:)_/ 

cesse d’élre infiniment petite en demeurant finie, croissait indéfiniment avec le module 
r de la variable z , alors, pour que l’on pût, compter sur l’exactitude de l’équation 
* ( 7 ), il deviendrait nécessaire que la somme des intégrales semblables à l’infégrale (ao) , 
' s’aprochât indéfiuiment , pour des valeurs croissantes de r, de la limite zéro. 


£’æempfes,^ppliquons maintenant le théorème i à quelques exemples ; oi posons 
successivement 


(44) 






(45) 


/(-) 


I + 

t «••+» + <->• 


On aura , dans l’un , et l’autre cas, Do plus , les valeurs de a, qui corres 

pondent aux valeurs précédentes do f{~), savoir. 
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,( *57 ) 


(46) 






(47) 


4 = . 


(.■ + «-)• 


rcttcronl toujours fioics ou infioimenl petites , la premiÈre , pour toutes les râleurs de 
r con^rises dans la série ' 


.(48) 


I 3 5 7 

— n — jr, — îT, etc*** t 

3 a a 2 


et la seconde pour toutes les valeurs de r comprises dans la série ( 19 ) , et ne cesseront 
d’étre infinimeot petites , en demeurant finies , que pour des valeurs de p très-voisines 

de -4- — ou de — . Cela posé , on tirera de la formule (*) 

1 . 3 


(49) 


f 



«”- 3 +« 



(5o) 





puis, en développant les équations (4g) et (So), on retrouvera les formules connues 


(5.) 

' . ,\ 
\ ‘ 

1 1 . I . v* 

(5a) 


9 35 49 ® 


Lorsque la série (4a) est divergente, l'équation (a) ne saurait subsister, et par con- 
séquent l’on peut être assuré que les conditions énoncées dans le théorème 1 ne sont pas 
remplies. Ainsi , par exemple , si l’on suppose 



/(^) = 




j,ni+i 

’-e— ■ 


m désignant un nombre entier quelconque , la série ( 4 a) deviendra 


(54) O , 



2 


(3^)- 


-f-etc... . 


et sera divergente. Donc alors il sera impossible d’assigner au module de x nne va- 
leur telle que la dilTérence i reste finie ou infiniment petite, quel que soit p. Cette 
conclusion' est d’autant plus remarquable qu’on a, dans le cas présent, ^=0 , et 
que l'expression 


/ 
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( >58 ) 


û = ï/(ï) 


2 iM4-t 


f r * («M y^=r ••••;>). 4 r *(«« 8 f •t' *>• I F> 


s'évuioilit eo général poor des Talears inllnias du modale r de la rariaUe a . Mais, 
ai l’on attribue k l’angle p l’une des râleurs — ^ , *t*~ • i> même ejqiretsioB 
réduite k 


aio'r 




deviendra infinie , quelle que soit la valeur infiniment grande attribuée au modale r , 
ce qui s’accorde arec la conclusion k laquelle nous étions parvenus. 

Lorsque , dans la formule (s) , on suppose la constante ÿ réduite k térO , on obtient, 
au lieu du i." théorème , celui que nous allons énoncer. 

* s.* THioatiB. Si, en auribmnt au module r delà variable 


e = r (cosp + ““/*) 

des valeuri infiniment grande*, on peut le* choUir de maniire que le produit 

(0 */{*) 


devienne lentiblement égal à zéro, quel que *oit tfailleur* Cangle p, ou du moin* 
de maniire que ce produit reete toujour* fini ou infiniment petit , et ne cesse d’Are tu- 
- finiment petit , en demeurant fini , que dan* le voUinage de eertaine* valeur* parti- 
tulUre* de p { on aura 

(55) • <D(( /(*))) = P, 


pourvu que , dans le second membre de fiquation (55 ) , on riduiee le rieidu intigral 


à *a valeur principale. 

Exemple*. Posons successiveident 

(56) (57) 
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( *59 ) 

Alor * , Il l’on attribue an module de z une raleur infiniment grande prite dana la aérie ‘ 
(48) , le produit t/(*) deriendra infiniment petit, quel que aoit Pan^e p. Par 
auite la formule (55) entraînera lea deux équationa • 



qui coïncident Tune et l'autre arec la formule (Si). Il eet d’ailleura fiicile de a’aaaurer 
que cea deux équations a’accordent entre ellea , attendu qne , pour paaaer de la première 
à la aeconde , il auifit de remplacer z par z\/^ . 

Prenona encore . . 

(«••-«-•‘)coaiz ’ 

<1 et 6 déaignant deux qnantitéa poaitirea. L’équation (5) aéra Térifiée non-eeulement 
par la râleur z = o , mtia encore par les râleurs de z compriiea dana lea deu»aériea 


(6i) ±7V^. 


. 5ir _ 

etc... , ■ 

t 

(6a) 

± — 

. 5fr 

etc.... 

Or, ai l'on attribue au modale de z une râleur infiniment grande, tellement choisie 
que la difiérence entre cette râleur et le terme le plut roiain de chacune des auitea 

(63) -f , 

air 
a * 

3ir 
a * 

etc... , • 


3fr 
a* ’ 

5ir 

âï' 

etc... , 


soit une quantité finie, le produit z f{z) dertendra infiniment petit, quel que- toit 
l'angle p. On aura donc , en rertu de la formule (55) , 

^ (( (»**-»-**)coaéz)) 
on , ce qui rerient an méffle 
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( s6o ) 


1 4. l 


ifh wb 


ïiré ST* ' 3 t^ 

«•+«-* '.’ « *• +« * 


|==-Ll_: î 4 i— + - 

f é { »« <ra 3^ * 5 t« ^ 3»a * 

\ («î‘.»’^ 

Parcüleoaent , si 1*00 déiigne par f(s) et F(:) doux fonctions entières de 2, .on 
trouvera saocessivement 


U‘w 

(ê“‘-â-“)co»bt ^ 

/fW 

• 1 

U'W 


ffW 

> 1 


Si l'on suppose, pour plus de commodité, que soit une fonction paire de s. 

et que les racines de l’équation . 

(70) F(f) = o 


soient inégales entre elles ; en désignant par 2, , z, , cet mêmes racines , on tirera 
de la formule (67) 


'W _ 

■ 4FÎ7 


i-rb tirb 


: '&) ■ 

^0 

1 

/(iV) 

st 

3t0 3s4 

: f(‘.) 

^ J 

f(«0 

1 F'(s.) («"*'-« 

*^‘)cosé2. 

F'(s.) (/*■ 


Si l'on suppose, au contraire , que toit une fonction impaire de a, choisie de 

manière à s'évanouir pour z = 0 , on tirera de la formule (G8) 


Digittzed by Google 


( «G> ) 


C7») 


.j'(T>r ■ ’m- ■ . 

'(x) .x.,-x 

t ^ i(>.) 


»«r5 ifrfr 


V 'St 

>*(0) t ( f(«.) 


ConceroiM en puiiculier que l’on poae dans l’équation (7 1 ) 


«t dans l’équation (7 a) 

Alora on trouvera 

/ 


iÇîL î_ 

F(i) ï’+c’ ’ 

f(0 _ _i_ 
F(i) i>+c* 


(73) 


et 


(74) 


( ' _ 

1 

1 




. / » \» 

irb 

t6 

* /»T\* aT^ »t6 

(4r* 

‘■-(t) 

« * +« 

« 



/ 5 »\» 

5 t« 

^ra 

'’+Itt) 

* ’* -.« 

* %b 


\ ’ ae («*‘ + «-**) a 


+ 


wt twi »wé yirb 

® < * -• “ a’c*- 9 iT* < ® -r “ 


I 


Ta Ta 


arec i-m 


+ 


^TA 5t0 

6*c*+k* « * -e * A*»’ + 4ir> « * -e * é*c*+9>r> < * -« * 


\ S'f ain«c 

II.* AMRfte. 


55 
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t aO* ) 

Si , tfprùj avoir multiplié par c* les deux membres de l’équation (^ 3 ) , nn prend 
c =r os , on retrouvera la forailiie ( 66 ). Ajoutons que , si , après avoir oïDltiplié par la 
constante a , les deux membres do chacune des formules (^S) et (74) > ou réduit 
cctic constante & zéro, On obtiendra les équations 





r K 

!fe' ac*(c‘'+r-'') ’ 





+ 




I h 

ac’ ’ 


qui étaient déjh connues, et peuvent s’écrire ainsi qu'il suit 


(77) 


1 

C*+t 

■)cos 4 

( 78 ) 


! 

:> + î = 

')siLl>: 

Lorsqu’on pose , 

, dans l'équation (67) 

• 




f(0 

• 



F(z) 


et dans l’équation (68) ou (69) , 





f(*) 




F(r) 



ni désignant tin nombre entier quelconque, on obtient les foriuules 



(- i)"’ + * 

1 • 



3 , 0 , 




t6 

jt6 arb 

^ 5t6 

:»T/i 

a ^ 

- - 

a 


e “ +e 

a 

a 

( ■ 


. 3 »" 

5>~ 



r Ta 

Ta 

5tb 5t(I ^ 

* 5t(i ■ 

ira 

(ai)"" ■ 


ai 



%b 
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( a6S ) 




(- 0 ” 

a 


t 6 


5t4 


5»«+« 
5 t & bvh 



3*"*+* 5i«4"i 

5y« S?n» ^ Sirt Sra 


Si l’on posait , au contraire , dans l’équation (67) , 


fW _ » 

F(s) *•« ’ 


et dans l’équation (C8) ou (69) 

F(») î*"-’-* 

on trouverait 
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( »04 ) 



11 eit bon d’obterrer qao les équalions (79), (80) deriennent inexactes dans le cas oii 
l’on suppose m=o, et doivent alors être renaplacées par la formule (66) et la suivante 



Lorsque , dans les formules (Sa) , ( 83 ) , (84) • en pose successivement m = o , 
m = 1 , m = a , etc... , on en tire 1.* la formule (66) , a.* celles qui suivent : 
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( a6S ) 
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( a66 ) 



elc 

Lorsque, dans ce» dernière* rormiilr», on pose A = o, on rctroure les éqUalions 
connues 


(9') 



4- etc... 










Si l’on prend , au contraire 6 = o . le* forraules (85) , (87) , {89) donneront 



et 


Digitized by Google 



( »«7 ) 


* _ » ‘ r ' 

T T T 3» ï T * 


« * +« 


5 ^ 

< ’ +« 




(94) 


▼ ^ 3 T 3t 5 t 5 r * " ^3 ’ 

.»+«"’ 5 ’ ,“+«■ > 55 (~+r~ 


elc., 


En général , si l’on pose a — b=i, on tirera do la formule (83) , en y rcuipluranl 
ni par am — i, et de la formule (8/)) , en y remplaçant m par am. 


( 95 ) 7 . 17 ^ 


(t) 


— 1 




I (t)‘- . . .... Ainr -)) 


(9<>) 


( t)”" . (Tri ((())“■■)) 

iZ .il Ir .‘Z' '■ 4\a/ (f' + 0 -‘)coss 


« ■■ +« 


* ’ +« 


Lei aeconda tnembrea doa deux équationa qui précèdent penvent être facilement cxpriim’-a 
par le moyen des nombres de Bernoulli , comme nous le montrerons dans un nuire 
article. Ces équations comprennent d’ailleurs comme cas particuliers les fornioirs (ij3) 
rt (r)4)- Si l’on y change m en — m , elles donneront 


(97) 


I JJ 4*" • 

"T «•▼•r**'*’ 


+ 


541»+ 1 


-O , 


(98) 


I 34"«-' ^ 54»i-i 1 

T V 3» 'St ) Sr 5 T " * ”*• ^ * 


ponrru que le nombre entier m ne se réduise pas i zéro. Les formules (yy) et (ij8] 
pourraient encore se déduire des équations (80) el.(8i). 

Si l’on pose dans la formule (68) 


, i|fl =.•/•(=.). a = b. 


et dans la formule (69) 


« 
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( *a68 ) 



/*(:*) désignant une foDction rationnelle de t‘‘, on tirera de pes formules 


(99) 


777^ A‘) - - - 

4 (»*■-«— ’^‘)sin»r* \V f II 


(ioo) 


•AO- 


(t) 


« *+« 


il 

t * +« 


(-) 

TTA50+-j;r^A5*)-. 


C ’ +€ 


' --[m 

V « * +• ’ / cos — 


Prenona, pour fixer let idées. 


A*0 = 


t*+i^ ’ 


s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire. Alors les formules (99) 
et (100) donneront 


(101) 




Jusqu’ici nous arous supposé que les constantes , désignées par a et 6 dans les 


Digitized by Google 
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formule* (67) , (68) , (69) , etc. , ëlaienl de* quantité* positirc». Mai* il *erait facile de 
pi-ouvcr, & Paidc du théorème a, que ce* formules peuTent être étendue* à des valeurs 
négatives ou imaginaires des mêmes constantes. Cette observation fournit encore divers 
résultats dignes de remarque. Si , pour fixer le* idées, on pose, dans la formule (68) , 




cos 


1- 1/~ sin — , 

a a 


liîl î_ 

F(») ’ 


m désignant un nombre entier , et 0 un arc réel , on trouvera 

(,o 3 ) l((^ ^ î \\, 

sii^^cos -+ aÎD -j*] ‘Sin [(cos ^ sin — jj 


ou, cc qui revient au môme, 

* / 


(•o 4 ) ( 


wsin^ . / -irjînO . . ^ 

e 8in(ircosO-mÇ) + « sio(ffcos0 + m 9 ) 

aitsinO , •arsinO 

« • -cos(a7rcos0)+« 

• ajrsioO . , , -atTsinO , , , 

* < 8io{awco8G-mO)+« sin(arcosG<f mO) 

'"*■*■* // -4”sin9 

* -acos(4iroos9)+e ^ 

. SirsioO . ^ -Sirsiofi ... * .v 

I « Sin (5îrcos6 -m9) + « sin (3rrCos9+m6) 


' >m ^ I 

3 

— etc... 


6îrsio9 -fijriinS 

e - aco5(oitcose}+« 






8 sinj^^cos sin y)*]- sin ■^)‘] ((»’"*')) 


La formule (io 4 ) subsiste dans le cas même où l’on y remplace m par — m. 
Seulement le second membre s’évanouit alors , dès que le nombre m devient supé- 
rieur é l'unité. 

i 

Lorsque , dans la formule (io 4 ) , on prend e=— , on est ramoné k l'équation (gS). 

Si l’on prenait , au’contraire , t = y , cette formule donnerait 

II.* Asatt. ■ ^ 36 
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( «yo ) 




1 

1 



*• 

TV’î. 

“ ■■ ■ «IW + l 

3 

Sr^i 

‘ ’ +« 

. St/.-. 4+ •;••••' 

2 *■. 1 

( C<»S -5— 
1 ’ 

(io 5 ) 

} ■ 

t 

I 

' ■ _t_ 1 

la. fuit 


t J SIR 4 -I 

! a e 

wyi -sr^i ,M», 

- e 4 « 

! 

wn— 

r ■’ 


y. >OT 4 - 1 P 

4 

1 



1 

8 

«‘-acos.î^/S+s”* 

((»•"'*')) 

« ' 


puis on en conclurait, i. 

• en remplaçant m 

par — 1 

• • 



(io6) 


» 3 

< “ +« * e " 


+ C 


S»’V'» 5 Ty/.t 

« ’ +« ’ 

3 


[ _ J f— __! a 3 . 

*.• en remplaçant m par — et auppoaanl le nombre m iupérienr fc l’unité. 


('<>7) 


*•^4 »v^5 

C ^ “ 


3 im^t 

I i m»r 

riTy/i r»V r “T" f -:r" 


+ e 


mn 

sm— --0.. 


4-j— ^ y‘" ' I e*"-' ) . 

I ■ a»»v'l .e-.-rVî *' V»’-V. . ^-lïv'i 

Ajoutons que, .i Ion remplace m par 3m, on tirera des formules (.o5j et {,07) 

4- etc 


(108) 


'jy± *>/i 

6 msf I 


5»y/> ÎTy', 


^ ((f)) 


3 • ^ + 

I \\ 6 h» 4 -I 


a «*-acü».i|/5 +«"* 


cl 
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(io 9 ) 


•( * 7 » ) 

50—. 


56 ».-. 


»V» ^ry'i 


îry'Â 

* +e ^ 


ry 3 a-^y/ i 

* . ^ 

+ r 


• clc, =• O , 


On conclura, en particulier, de la formule (108] , en prenant m:=o , 


(110) 


(t) 


a a 

+ e 


s^y^ 3-»yT Sryj 


(i) 


98 ‘ 


• -J 




Parmi les direrse) Ibrmulcs que nous senons d’élablir, les unes rnurni>senl iinmé- 
diateiuunl les sommes de certaines sbrles. Telles sont les formules (g 3 ) , (g 4 ) • ((| 5 ) et 
suivantes. D'aulres servent seulement k transformer les sommes des siirics que renfermenl 
leurs premiers membres. Or, ces Inuiaformalions seront souvent fort utiles pour le calcul 
numérique (les sommes dont il s’agit. Ainsi , en particulier , (miicevuns que l’on prop'isc 
d’évaluer U somme 


X- X* - ' 


r 4 - 


+ • 


prtur une valeur de x très-peu différente de Tunilé , par exemple, pour x=i,ooüi. 
Comme . dans la série 


^ , etc... , 


1.0001 '■ — . (i.oooi)’ — ( — (1,0001)’ — f — ■ — ) 

le terme dont lo nanj; est indiqué par le nombre i4oooo, savoir 

1 40000 

/ I \ > 4 **’*"' * 

( J,OOOl)'< '""“— I — — 1 
■' \ 1,0001 / 

surpasse iin dixième^ il est clair que , pour obtenir h un* dixième prè* et par un calcul 
direct la somme demandée, il faudra évaluer environ cent quarante mille termes. Par 
conséquent le calcul direct de la somme demandée sera impraticable. Mais il est aisé 
de transformer celte somme b l’aide de la formule ( 85 ). En effet, si l’on pose dans 
celte formule 

. e “ =x = 1 ,0001 , 
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n 


t • 


■( 97 s ) • ^ 


»i l’oD lait d'ailleurs, pour abr<<gcr, . ^ i 

* ■ V •*’ 9,86i)fio.'i3 

^ =.ü = - l(.,ooo.) •= - ■• 


on en conclura 


(ui) 


C- — 


^ 1 X a.Y * 

* \x 4 <’*-«“** 


Or. dans le second-membre 4c l’équation (m) , on pourra négliger sans,erreur sctv- 
sible les termes qui rcnrermcnt X , et dont le premier, savoir. 




a une valcnr numérique plus petite que l’expression 

On aura donc, avec une approximation extrêmement considérable , 


+ -2_ =^=95oo,i94997-- 


c’- — 


Les applications que nous venons de faire de la formule (55) sulliseut pour un montrer 
l'importance. On pourrait, au reste, multiplier indéfiniment ces applications. Parmi les 
équations remarquables auxquelles où parviendrait de' cette manière , lions citerons 
encore les trois formules 


(n«) 

(u3) 

(>> 4 ) 




i({- 




(cosarj-cosarra} + acosarra) 
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■ ■ - ( *73 )■■ . - * ' , 

^ «Uns lesquelle* ** <W>’>gnent des quantités réelles ou des expressions imaginaires^ 
et /■(ï<) une fonction rationnelle do c<, qui peut fiiro quelconque dans la formule 

' ; 1 y 

(i j3) ' mais qui doii s’évanouir avec ’ — dans la formule ( 1 1 ï). Si l’on développe ces 


trois formules, on en tirera 




(ii5) 


(il6) 


/•<*) + + + ... 

_ _ r s»(s*’*-M-’"‘)cosirî / / /•(fS) \ \ • ■ • . 

i ^ e"**)siniti \\ î ))' ^ 

' rM • . ■ 


5= — Sinaaa 

3 


l 


*- 1 aeosaTr«+«“’*t‘'“0 

t 


"(cô^^- CO 5 air») a cosava) (( « JJ' 


(t) 


I+J* 


(t) 


4+ 


4 r ’ 


w '»’# I* tra 

* a 9+ *r .T ‘T 


9 « 


(*•7) 




i~\e 

4-4(« /’‘)cos(ir(/î7)+»'‘''^’' +acos(airv/â7 ) + 


Lorsqu’on pose s = o . la formule (117) reproduit la première des équations (91). 
Ajoutons que , si l’on prend 




<4+;4 ' 


les formules (1 15) et (116) donneront 


{118) 


e''+e~ 


»»».,— ,T 


«”+e 




«»-«-» ,^.,4 + a4 + ,4 "t" e3T.„_j!r ~(+,4‘ +■- 


g j «^■*3^ + 3cosT» t/7 + t~^<Vr - I 
■ 4v’ j -acosirj\/â+e“"’'VJ »■ 
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f . 


("•))■ 


' ( »74 ) ‘ 

— 1T« *'i+,4 ' 


(li:): • 


jcosa«*+«~*’''* «'•+»■* 3Cosas»+c”*"'(*+‘i (a+i)i4i<i 


4-.: 


* .1 


-acue 3 (<i-^)44.j4 




5 4 4 (***®<^*^*^*)* • 

rrsinat?a^ i 

^ <t•■"'^+3Cos»K»^/;+f-••"V...4oosa^a(^•»''^+<-^■■v.)c^JS«l/;+4cos*3l^3 

Si , (laiiü CCS dernières furmulcs , on fait évanouir a , on eu tirera •■ 

■*■ a’ «>■'-«-•'^'^3* 78<r’- 


(ut) 


a* aCOSÎlJra + « 


— aas '■ 


[a 4» - 2Cosana+<» 


— >T(«+4j ♦ 


(*-i)^ acosajîa+^ 


— — l) 


l.-Ÿ 


a + cos ara 


5 (i-C05asï)4 


sjnaaz. 


On peut encore déduire du théorème i." deux propositions qui mérilcnl d’clro men- 
tionnées, et que nous allons faire connaître. ' 

5.* Tuéonîxx. Si , en attribuant au module r de ta variable 

ï = r (cosp + ^/T sinp) , 

liea valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de mantçrc jue le produit 

(laa) 


, /(»)-/(-*) 
a 


devienne sensiblement égal à une constante déterminée ^ , quel que soit d’ailleurs 
l'angle *p , ou du moins de manière que la différence •' 


laS) 


/O) -/(-«) 


, rta/c toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment. petite , en d<- 


I . 
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.t • 


^ ^ ... . ... . 
mcuratit pntr.i^que^iLiin U voisinage de ecrlauies valeurs particulières de p; («»* ■ 


(•î4) » 


.{( fir)))=^- 


j»urvM que , iiaM U premier nxembre de Véquation (t 24) * (fn rùlnUe te rè-itidu intégrât 

' • ’ .. <î^(( /(»))) . . • . 

à sa valeur primaipale, ' ■ • 

Démonstration, Soit s = :, udc raeüiR quelconque de l'equalion (5). Si l'on pose 

z=: — t. . t ' 


dt ' ’ 


et la formule (4i) de la page 175 du premier roluine donnera 


(iî5) . 


/ _ r JJzlAIklL. 


De plus, comme le module de la variable ( sera constamment <:gal au module de la 
variable , il est clair que l’équation (ia5) entraînera la suivante , 


( « *G) (( /(--) )) = - (( /(- o )) = (( /(- -•) )) • 

^ M (■») (o) t-') W (•») 

'Si maintenant un fait converger le module R Vers la limite oc , on trouvera , en 
passant aux limites, et supposant les résidtn 

• sS((/w)). S((mn. r^ ^/(±/(-^) 

réduits il leurs valeurs principales , . . • 

(f ^ 7) S (( /(-•) ))=-*!:((/(-*)))= ^ 


m r M 


m (• w 


et par suite 


I U /(*) )) ) ) 


^Coinuie on aura d’ailleurs, en vertu de l’hypothèse admise et du théorème i.". 




f.i 
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on trouvera déGoitiremeni 


( «76 ) 

«C ((/{*) )) = ^ 


Ce quil s'agissait de démontrer. •. 

/ Dans le cas particulier où la constante ^ devient nulle, on obtient, i la place du ' 
. 1 .' théorème , celui que nous allons énoncer. ^ . 

. 4-* TntoBÊME. Si, en attribuant au module r delà variable ^ , • 

î = r (cos;> + ^/TTsinp) *■ • ^ ^ 

(Us valeur» infiniment grandes, on peut Us choisir tU maniirr que le-produit (iva) 
deviennfisensibUment égal à zéro, quel que toit d'ailUurs C angle p, ou du moins 
de manière que coproduit reste toujours fini ou infiniment petit» et ne cesse d'üre in- 
finiment petit, en demeurant fini , que dans le voisinage de certaines valeur» parti- 
culières de Pi on aura 

(irao) • ^((/(a))) = o, ■ , ' 

pourvu que, dan» le second membre de Ciquation (i3o) , on réduise le résidu intégral 

à sa valeur principale. 

Corollaire. Lorsque la fonction y(:) est paire, c'est-à-dire, lorsqu'elle ne change 
pas de valeur, tandis que la variable z change de signe, on a identiquement, quel 
que soit : , r 

• ■ 

Donc alors la valeur principale du résida intégral 


)) 


‘ s’évanouit. 

Exemple. Si l'on prend 
on obtiendra la formule 


m- 


\\ ISIUKI j I 


qui subsiste effectivement dans le cas où l’on réduit le résida qu’elle renferme h sa valeur' 
principale , mais peut devenir inexacte dans le cas contraire , ainsi que nous l’avons 
montré ci-dessus. ' ■ ■ » • . 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT , 


DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 


EN FONCTIONS RATIONNELLES. 




, ^ ■ "'M ': ■ 


Soil f {tc) une fonction qui devienne infinie pour certaines valeurs de la variable 
Xv* On pourra, dons beaucoup de cas, développer cette fonction en une série de 
fractions rationnelles , par le nio^cn des formules (Sq) , (Go) , eto,. , de la page 1 1 a du 
premier volume. Mais , pour n’avoir pas d'erreurs à craindre dans l’application des for- 
moles de ce genre , il importe de fixer d’une manière précise le sens des nutations qu’elles 
renferment, et les conditions sous lesquelles elles subsistent. On y parviendra sans peine 
b l’aide des principes exposés dans l’article précédent , et l’on établira ainsi les diverses 
propositions que nous allons énoncer. 

i.** TiiÈoaâxe. Si , en attribuant au module r de la variable ^ 

s = r(cosp 4- v/Tsinp) 

V 

de* valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniire'^ue la fonction f[z) 
devienne sensiblement égale à une constante déterminée ^ , ou du moins de manière 
que la différence 

{■) /(*)-^ 


reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse tCétre infiniment petite, en de- 
meurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs partieulieres d* J" angle p; 
on aura 


(») 




pourvu que, dans le second membre de Çèqnation (a), on réduise le résidu intégral 


IL* Aaxéi. 


r «./(*) )) . . 


( «/8 ) 


à lit valeur principale. 

Démonslralion. Pour dùduire celle projiosilioD du premier ihéorimc de rarlicle pré- 
cédent , il suffît de substituer à la fonction f{z) , dans la forniulo (a) de la page a55 , 
le rapport 


Æ. 

t-x ’ 


et d’observer que, dans l’hypothèso admise, le produit 


deviendra pénéralcmenl égal à g, pour des valeurs infinies de r. Cela posé, la 
formule citée sc trouvera remplacée par la suivante 




qui coïncide évidcmincnt avec l’équation (a). 
Exemple. Si l’on prend 

(e'-e-' 


/(X): 


!•*■* J.#!— 


1.1 fonction 


/(O = /['• (cosp -f ^/7 sinp)] 


conservera une valeur finie, quand le module r sera un nombre infiniment grand pris 
dans la série ' 


un- 

a 


— , 5. 


etc. 


et celte Tflicur dilifercpft Irè^pcu do TuniUf, & moins que Tangle p ne deFicnn*! bc/im- 
Llemcnt i^gal à • l’iJp suite on trouvera i , cl l'cquation (a) donnera 


(•’5) 


, I r • («•-<!—)• 

_ 1 






: J + 


f - :;#r) ï ' 'i 


* 
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mi, cc qui revient au même. 


( 4 ) 







— etc. 


Dau. le cas particulier où la constante ^ devient nulle, on obtient, i. la place du 
theoremc premier, la proposition suivante. 


»■' Titf.OKijiB.. St. en nllribuant au module r de la variable 


e~r (cos P + v/“ sinp) 

de, valeur, infiniment grandes, on peut les choisir de maniire que la fonction /(-.) 
.Uvicnne scnstblement égale à zéro . quel que soit d’ailleurs Cangle p . ou du moins 
demantère que celte fonction reste toujours finie ou infiniment petite . et ne cesse d’être 

tnfimment petite, en demeurant finie, que dans U voisinage de certaines valeurs par- 
itcultcres de on aura / 

(5) = 

X^i 

pourvu que. dan, le second membre de l’équation (5) . on réduise U résidu intégral 


f (f/W)) 

à 8a valeur principaU. 

E^mple,. Si l’on prend successivement pour /(x) les quatre fonctions 

J 

* _ ' ' 1 
sinx cosx ’ ^ ’ e‘+e-^ ’ 

on tirera de la formule (5) 


( 6 ) 


(7) 


siü* •’" (»-*)(( sius)) X (x-a + 


_ (' 

■ = 


cos* (x 


-H(cosa)) (*+i ;7çj 


+ . 
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. r 1 

1 

1 

' W ' 1 ' 


ff* 

\3ir+axy/.i 3>r-axj/rij ' 

ce qui revient au môme » 




1 1 

( • 

1 

1 ■ 1 

1 . — T 8® 

S1Q4P X 

j 

1 

H 

9 ir*-x* j ’ 

1 _î_ = 4„f i 


5 1 

5 1 

COS» 1 r* -, 

4*’ 


a5»r’-4** j ’ 

1 *■- ‘ xl 

1 

1 

1 ■ 1 

e‘-s-‘ ax 1 

î?*+jî’ 

4ir* + X* 

■ 9ir»+x* ) ' 

' * 


3 

5 1 


w*+4*’ gn’ + 4*’ a5)r*+4Æ* 


Cet dircries équations s’accordent arec celles qo’Euler a données , dans l'Introduction à 
C Analyse des infiniment petits. Si, après avoir développé les deux membres de chacune 
d’elles suivant les puissances ascendantes de a; , on égale entre eux les coefficients 
des puissances semblables , on retrouvera les formules connues 
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* 


( »8. ) 

Lcc'équatioDt (i 4) • datu lesquelles les foDcliooi ‘ont précisément 

les nombres de Bernouilli , pourraient être immédiatement déduites des formules (71) 
de la page 349 du premier volume. * 

3.* Tiiéo&àME. Si, en attribuant au module r de la variable 
2 = r (cosp + sinp) 


des valeurs infiniment grandes, on peut tes choisir de manière que les deux fonctions 


(. 6 ) 


a 


(• 7 ) 


deviennent sensiblement égales, la première à une constante déterminée g, la se- 
conde à une autre constante , ou du moins de manière que chacune des différences 


(. 8 ) 


Ælltd-g. 


(> 9 ) 


/(«)-/(-») 


reslt toujour» finie ou infiniment petite, et ne cette d*6tre infiniment petite, en de^ 
meurant finie , que dont le voitinage de eertainet valeurt particulièret de Cangle p i 
on aura 


(»o) 




((/W )) 




pourvu que, dans le second membre de l'équation (ao) , on réduise U résidu intégral 

£ a '/M )) 

s—t 

à sa valeur principale. 

Démonstration. Pour déduire celle proposition du tbéoréme 3 do l’article précédent , 
il sufllt de substituer à la fonction f{z) , dans la formule (>s 4 ) de la page 375, le 
rapport 

X 


et d’observer que, dans l’hypothèse admise, le produit 
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( 28» ) 


/W_/M 


so réduira géDéralctnent h 

t, 




^ pour -des Taleurl infioiét du module de z. Cela po*^, la formule cilée sc trouvera 
tempUcée par la aui^nto 

r <--'>■« V - 

t|ui coïncide dridetnment avec Véqufiion (xo). 

Exemples. Si l’on prend 


/(x) = col — , 


on trouvera 

, /«+/(-) 


/(*)-/(-*) “*T 


. a . • a» 

^ A. 

Cl par »uîlo ^ " 

^ = 0. ^.= « . 

Cela posé , la formule (xo) donnera 

(Ht)) 


(ai) 


col — = X 4* «£■ ■ 

X 


-4/-V + -V) --V/-H + — H) - •••• 


= x-^ 9x I ■ 4* , ■ ■ 4* ' ■ " 4" 

. I ga'x’-i 


etc. 


Soit encore 

(îï) 


ba 


f(x) = . 


sin ' 


ca* 

X* • Û* 
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( i85 ) 

a , h , c déai^oant trois cootlsulos réelles ou imiglaaires ; et supposons le module du 
rnpport — égal ou inférieur à — , afin que la fonction /"(:) conserre une va- 
leur finie quand on attribue it : — a une valeur très-peu différente de zéro. On aura 
sensiblement , pour de très-grandes valeurs du module du : , 


Ællk± = t 

a e 

et l'on en conclura 

b 

^~T’ 

Cela posé, la formule (ao) donnera 


ba 


(v3) 




X’ -a* 


ou , ce qui revient au même, 

.(24) 



nb , (f\/iT{r+e) 

eax 


api . ^l/ar'aT+fj 

cax 

c c 

4. 

' ' C ' ' c 


ca* +ff (rt* -aj") 


\/av(jv+f) 

ca* + 2p(rt* «v®*) 

ish , 

COS — i 

C e 

cax 

1 

C 08 sin — i i i 

e c 

eax 


ca' -n[a'-x') 

"T 

V^a*r('jw-c^ 

ou’ -ar («’-*’) 

. r.b l>V^»(T-t-r) 

Sia — cos 

< c 

ea* 

4. 

. airé il/aT'iT+cJ 

Sin — coa— si : — -i- 

C e 

ca* 

ir 



an 

cu’Tar(u’-j’) 

. ^\/r{X’C) 

' sin — cos— i — i — i 
t" c 

Crt* 

.4- 

. a l/*ir (u-T-f) 

sin cos — 

c 

ca* 

•• 

rr 

c«’-ir(fi’ -a:’) 


a TT 

eu’ - 2n(rt*-;ç’) 


9 


<â 


l 
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Si , poor fixer les id4c> , on prend i = i , e = a , on tirera de l’équation (*4) 


(aS) 



s-a 

1 

1. 




3 







2 a* 

a 



3 

1T 

ia*+i5(fl* -S*) 


TT 

sa* -ff (a* -«*} 

sin ^ 

3 

aajr 


sin 

3 

2 ax 

y'afl'Caw+a) 

~x‘) 


^/3T{3ir-a) 

an’-an(a’-»’) 

COS-1 i — 

1 


4- 

cos 

3 

sa* 

' 3ir 


3tt 

3a*-3Tr(a*-jr*) 

sin V'4-r(4-+s) 

3 

2aa 

+ 

sin 

3 

2 aa: 

1/4 » (4t + 1) 

a<i’+4>r(«’-»’) 

V'4t(4w-j) 

aa’-4»(«’-*’) 


— etc. 


Si l'on prenait 6 = i , c = i , l’éqnation (a4) to réduirait à la formule (3o) de la 
page i ÔQ du premier volume. Mais , comme on aurait alora — = i ^ — , on ne pour- 
rait plus compter sur l’exactitude de l’équation (a4)- Nous avons elfectiFcmcnt reconnu 
par un calcul numérique que la formule (3o) do la page i5(j du premier volume est 
inexacte. 

Si , après avoir développé les deux membres de l’équation (a4) suivant les puissances 
ascendantes de x, on égale entre eux les cocOicicnts des puiss.vnces semblables, on 
obtiendra de nouvelles formules , savoir , 


e 
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( *85 ) 


(* 6 ) 


sin 6 

b 

é l/ir 

csin — cos —i. — LJLL 

c « 

Ai/7wIT+o 

csiD COS— ÏULJ — ZJ- 

line 

e 

>r(w+c) 




. ifb bX/wLifc) 

C$lù COS i ^ 

e c 

esin.^cos 

‘ 1 

6cos6 

•r 

6 

r{jt-c) 

ccos — sin ^ ^ 

c c 

aTr(aïT - f) 

eco» sin 

1 ' ‘ ■ 

SÎDC 

c 

(ir + c)^»>+f) 

• 

(Sw-f-c) ^/jT(aT+f) 



fi . fi 1/ T (X • 

CCOS SID— i i ^ 

C c 

' ' 1 


"T 


(a)t-e)y'ax(,,.e) "* ’ 


etc. 


puis 


it, en posant b=x, c — ix, on en conclura 


• / - 

COI 

a 

a 


C05Æ 

n(it + a») 

3]c(3ir+ad;) 


+ 4 ® 

l/yf-T- acS] 
COS ^ i- 

s 

cos 

9 


w(it-ax) 

3ir(5»-ax) 



, « _ J t.\ny,(,w+m) • ■ sint/..(!i>.fx) _ 

'* ^ sine X (>f+*)v' «•(»+•«) (î*+*) V's-rCiT+x) 


+ 


sio^/jr(ir- j) sin , 


{c-x)y/7î7T7) (a*-*)V/«»(aT.x) 


+ elc.c 


-I- 


Si l'on remplace , dans ces dernières a par nx , elles donneront 

* 

II.' aanta. 38 
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( s86 ) 


(*9) 


C08. — (1 - 

3tt I 


5it 

/ a \; 

1 COS. 1 

i-“») 

I CO* a 


a ' ' 

a 


g 

\ 5 / 


4*1 




a 


(5o) 




l 


17 , .t 

C08. — (n-ax) 
a 

3:r/ 3 \} 

1 

co,.L-(,^±^)^ 


H-sx 

a 

5* 


a 

n--r« 

5 

h 

/ 


1 1 



» 


SiOlTiP 17S 




1 

8În.ïr(i-x) 

. sin..v(t-|)‘ 

1 

sin.3.(.-f) = 

\ 

(i.ce)- 


5» 

{-f)‘ 

.... 

8in.7r(i-hæ)* 

+ * 

f œ\î 

1 8in. **•[ 1 H 1 

1 

sin. S” ’ 


('+»)■ 


5> 

hif ' 

1 


£nCn, si après aroir développé les deux membres de l'équation (ag) ou (3o) suivant les 
puissances ascendantes de x , on égale entre eux les coelGcienIs des puissances sem- 
blables , on obtiendra des formules qui pourront être réduites aux équations connues 


/ 


(3.) 


• + F + F + F + - = 

> + ^ + v', + ^+...= ^ = 


I a*-t ir’ 
6 a 1.3 

I a4-i 


^ 3o a i.a. 3.4 ’ 


' + ^ + + 


I a®- 1 


9*10 /|3 a i.a.3.4'‘>.(> 


etc. 
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( *87 ) 


( 5 >) 


+ 

IC* 

* + îî + ^ + ^+" 

90 ” 


_ 1t« 

945 

etc 



I IK’ 

<j i.a ’ 

I 


90 3o 1.3.3.4 ’ 

I «s.o 


943 4 * 1.1. 3 . 4 - 5-0 ’ 


Il terlit facile de rérifier oumdriijiicnioDl , dans dea caa particuliers, les formules 
(i 4 ) • (* 5 ) , (»6) , (37) et (ï8). Ainsi , par exemple , si l’on prend ® = — , la for- 
mule (97) derieodra identique, et la formule (28) donnera 


( 33 ) 


=0.896. 


. 

sin — - — 
a 

“TTrT 


»io — — 


flQ> 


4 - + 


$ia — — >iD 


sinlK- 


+ 


5 V 


. «i/i’a 
^in — 


TvTf 


siûli^ 


7-Vt-? 

”V'*T 


9* 1/ » 


-etc. 


-1-etc.. 


S-j/tj S-l/n 9-W’’>j' ii-l/i" 

= o, 56 iG 3 .... -f- 0,07176.... 0,09679 - 4 - 0,01 384.... -|- 0,00845 -1- etc. 

-J- 0,0889g.... + o,o3o9o.... - 1 -o>o' 5 io -J- 0,00904.. •• +0,00601 ..... + etc. 


. Afin d'draluer plus aisdincot la somme des sinus que renferme l’équation précédente, nous 
eiiserverons que l’on a sensiblement , pour de très-grandes valeurs do nopibre entier n , 




gin 


6 in — — 




(an- i)V/..i..-.i (an+i)v/.. ) 4 "’ 4 4 "' 

On trouvera d’ailleurs 
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( a 88 ) 


sin 




rin 

3.V/.T 

r 

a 

1 * _ 


ày^rr 

^i/ïT 

lin 

a 

a 


1^. 

irf/ïT 

. i^y/i. 

$tn •• ■■ 

a 

6in — 

I ^ 

7-y/iT 

9-V'*> 

sin 


a 

a 


9-1/», II. y/: 

etc 

et par cnnséqiicni 


0,56965... +0,08829... = -^ + 0,9975..... , 

0,071 76... + o,o5oao... =-^ + o,oi55..... , 

« 

0,02672... + o,oi5io... = -^+ 0,0025 

o,oi584.,. + 0,00904...-= -^ + 0,0007 

1 ■ =0,00845... +0,00601... =J^.+ o,ooo5 

100 • 


. . 

6in — * 




8 in — - — 
a 


sin — - — 2 - 


I . 




5. \/n 


7. y/l. 


sin — sin— i sin— î: aïo — S— ^ 

2 , 3 3 , 3 


O'i/iit 

irl/..,.. 


etc., 


3.1/ 


1 - 


5. 


7 . 1 /i.j 


9- y • » 


n-V'^ 


+ etc., 


f[ -I- _î_ J. +...\ +0,2973..-*- 0,01 55.. H- 0, 0095.. +0,0007.. + O, ooo5..-t-... 

4 \ 4 9 / ! 

= ^ + o,5i5... = o,58i... + 0,5 1 5... = 0,896... , 

9 0 


oinii que l'oii deViiit s’y flUendre. 

Lorsqu’un allribueau rapport —, ou au produit ax, dans les formules (24), 
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( *89 ) 

(a 6 ) , (ig) ) ou bien il la variable x daoi la formule (5o) , une valeur réelle supé- 
rieure b n, les sinus renfermés dans un ou plusieurs lormes du ces formules se 
changent en exponentielles. Ainsi, par exemple, on tirera do la formule (3o), i.‘ en 
supposant In variable x comprise entre les limites x~i , æ = s , 


( 34 ) 


sinrz irx 


e -e 


, .in.air(i-.^)- siu.5.(.-^)‘ 

' « « 




+ TT 


“■ hir " (-Î)’ 


sin. it(i -I- a:)’ ^ sin. îir^i — j * ^ sin. 3ir^i -t- ’ 


\ hv) hi) 

2 .’ en supposant la variable æ comprise entre les limites x = a , x = 3 , 

(ôâ) 


■f 


SIIIITX irX 


+ — 


' 

e 't 

t -C 

1 . ■ 


sin.5;r^I — 

iï- 



a(x-i)' 

■■ 

^ 3* 

H- 

f 



/ •v! 

510. 7r() -f- X) 

, sin.a.(,+^)> 

, 

sio,5;;^l 4- 

iï- 



(.+x)' 

■■ 

“ 3 ^ 


r 

+ 


Ole. 


Dans le cas où les constantes _f et s'évanouissent, le troisième théorème coïoeido 
avec la proposition que nous allons énoncer. 

4 .* TnéoaÊne. Si, en atiribuant au module r de la variable 
î =r r (cosp -4- ^^rrsinp) 

de* valeur* infiniment grande*, on peut le* choi*ir de manière que les deux fonction* 
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( »9® ) 

(.6) (.7) /(»)-/(-») 

a as 

deviennent semibUment nuUet, quel que toit ttailleurt Cangle p , ou du moine de 
manière que chacune de cet foncliont reste toujours finie ou infiniment petite, et ne 
cesse d'étre infiniment petite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines 
valeurs particulières de p , on aura 

(56) , 


pourvu que, dans le second membre de l’èquation (56 ) , on réduise le résidu intégral 

^ (( /(») )) 

x-i 

à ta valeur principale. 

Exempte. Sopposons 

y(®) «*'^acosix+«— " ’ 

a et 5 désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Les expressions (i6) et (•7) 
doTÎendront inGniment petites , quand on attribuera au module do la variable s des 
valeurs inGniment grandes, mais sensiblement distinctes de celles que fournit l’équation 

V s«« — aeosis = O , 
et l’on tirera de la formule (56) 


(57) 


s*^-acos4x+s~" 

a* I 

sio' a*it*-(4-aV/.“i)’x* 

m^ùy •! 

6ït 1 

sin ^ 6*»’-(4-«l/ri)*x* 


(a* + 4’)x’ 

«J 

4 17 I 

sin 4’ir’-(4-ol/Ti)*x’ 

s-ay'-i ' \ r , 


ait I 4>t • 

sin—^^ a*it'-(4+«\/^i)’x’ sin 4’’'’*(^+“V^-')’** 

6it ' 1 

— sssss . 

6*»*-(*+«V^0*** 
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Si , pour plus de simplicité , on prend b = a , on trouvera 


(58) 


i«osa*+<" 


*4+]«4a!* (i7r)4+)a44:4 ^ (3ir)4 + ;«4x* 


Si l’on prenait, au contraire b — — , on en conçitirait 6 = i:— 7-, 

3 V» 


i 

)• 


(Sg) 

1 

ajD 

e*'-aC05-7“+«^“' 
V * 

O 


31. ( ' 


3 

(3jr)' + îa*x» 

1 -liiL 

Surv'i 

3wv/'i 

■ 


« ’ +» * n4+|ir*«’a:’+|«4x4 « * +» ’ (3it)4+;(3ir)’o’*’+',«4x4 


l/i 


-»Vi 


I 3 1 1 

(3jr)4 + j (air)*fl’x' + ;a4*4 (4irj4+.| (/Jn)*a’x'+jo^x4 j 


L’équation ( 58 ) s’accorde arec la formule (101) de la page 3<>8. De plus, si , après avoir 
développé suivant les puissances ascendantes de a> les deux membres de l'équation 
( 58 ) ou ( 5 q) , on compare entre eux les coefficients des puissances semblables , on sera 
immédiatement ramené aux formules (gS) , (98) , (io 5 ) , (108) et (1 10) de l’article pré- 
cédent. 

Il est bon d’observer que l’expression (16) est toujours nulle, dans le cas où f[x)' 
désigne une fonction Impaire de la variable x , c’est-à-dire une fonction qui change 
de signe , quand on y remplace x par — x. Alors , la formule ( 56 ) subsistera , 
si, pour des valeurs du module do z inCniinent grandes et convenablement choisies , 
l’expression (17) reste toujours hoie ou infiniment petite, et finie seulemaot dans Je 
voisinage de certaines valeurs particulières de l’angle p. 

Exemptez. Si l’on prend successivement pour f{x) les deux Jsnctions impaires 


cota; , 


. 

on tirera de la formule (36) 


e* + ê~-* 


( 4 o) 
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{ 29* ) 


Wv;- 

V J ' r 

Pt.' 


-I 


((^)) 


ou, ce qui rerlent au même. 


{ 4 a) cota: = r +“7 + '■ h- 

' X ( jt’-j;* 4r‘-a’ qjt'-æ’ ~ 


- ■ Usa: U— 4- — ■ ■ 4-. 

X jr*+Æ’ 4^*+2î* Olt* + ** 


Cei derniêrea équatioui étaieut déjà conouea, aioii que plusieurs autres du même genre 
que l’on pourrait aisément déduire do la formule (56). 

Supposons ^encore que l’on prenne successivement , pour /'(a;), les deux fonctions 
impaires 


(«“'*' -«“*'-'')8in A® ’ 




a, b désignant deux constantes réelles et positives. L’expression ( 17 } deviendra nulle 
à très-peu près, quand on attribuera au module de --s des valeurs très-considérables, 
mais sensiblement distinctes de celles qui vériAent l'équation 

7 W“ ■ 

et l’on tirera *de la formule (56) 

1 

(«‘’'’ -«-•''■)siné® »-r (( (a* **‘- «-•'•■) sinAz )) ‘ 

1 P 1 ' I 

(«*‘'' + «-*‘'‘)siaé® »-* (( (<'*‘*'+«-*'*’)siniî )) ’ 

on , ce qui revient au même, 
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( *95 ) 


(46) 




* J? ia'*h 


+ 260 : ( 


I ....... 


(ir+a’®’) 



iy/iy 


b\/fw by/iwï 

aa , ' 

c 

aa 

sin {r-a’x') 

20 

20 20 { 
e -t ) 


fc^lST \ 


b\/'2 




h y/ -J y 

— 2 COS — e 


(it* + «*x<)v/rr 


1 by/\ÿ ‘ by/y'ÿ 


b)/\y by/yy\ 

--TT 

le 4-c 

sinîÜÜÜ-(-{2s-a*®*) 

20 

34 aa 

c •« ' 


ùy^i. 


ty/i> 


by/i^ 


■_,cosii^ + e “ I(4-* + «^*<)vT^ 


+ clc. 


(4-) 


■t-s6ac ( 


(«•'■»’+<-"*‘)sin4* ibx 


2_1+. 




iy^ÿ by/ÿ I 


(K+2a>a3*)!e *“ -« ““ Jcos-i^-(tr-9rt*a:’)l« +« 


a« a« 1 .1.. by/w 


by/ÿ . 


by/y 


ùy/y ' 

2 COS — + c 


j (it*+4a<a:^)v/^ 


'4a®‘i 




e 


ij/5r j 

, / by/Tÿ hy 'ïy j 

a« ‘ 

le -e 

20 1 

by/Vi i 

Icos-!- (Sir-aa’x’) ( e -c 

2d 




by/’yÿ 


by/ir 


by/Tÿ 

2 cos -+e 


(9îr'+4a*ir*)v/5 


' + clc 

11.* ARSic. 


.. ./ 

3‘J 


]i_. ized by<Ioogle 



« 


( »04 ) 

Si, pour fixer le» idée», oa prend a = i, b — ^T, le» formulot (46) cl (4^) 
donneront 


8) 


1 

V/; j 

' ' 4 - ' ] 


-»"'')sin.ir‘x 

ax j 

[ Ü 'TX* ji 

2 JC ( 1 

t 

I 

1 

1 * ’ t 

4/; j 

w-x* 


4îî - 4T* 

* gtr-a:’ ) 


(îT+a: 


I 

i')U » 


• e a 


/ sin ^^T-x'') \ c ^ -e ^ jco» 


\ 




I ,/T r l£L ,/r 

(»+!’) U » .4-e > JsinJIili + (,:r-a:*)\e » -c » jcos-^U^ 


. (<*'>^'-acoj. 1X1/4 +«“»''')(45r*+®l)v/4 


4- ek 


et 

(49) 


(«*‘ + e“'*)»iB.îT’jc aJU/î 


+ 


■ + ■ 


I { - r, ‘ l - --1 . K 

I (jr + sa:’)\e > — c ’ /cos — — (ir — ix*)\e’+e ’ /sin — 


4j 


(e»_ jC05n + «~*')(lr’ + 4*t)V/i 

I "✓A I «-/ï -rvrî l ! 

(Sir-i-îx*) \c »e “ jco»-^^^^-(3it-ax’) \e ’ -e ’ /sin- ” i ^ l 


(«’''^-3co».»r lA +«“*''‘)({)r’+4j;^)V/^ 


\ 4" gIc.i 


Si, dans chacune de» rurinules xjui précèdent, on dércloppait les deux membre» 
suivant les puissance» ascendantes du x, la csmparaison des coellicicnls des puis- 
sances seiuhlables fournirait une infinité dVqualions nouvelles. Aiusi , par exemple, on 
tirerait des formule» ( 40 ) cl ( 47 ) , en supposant b = 4 /?" , 
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+ etc. 


Il e«t important de ic rapy|d|r qu’on n’a la droit de conter sur l'oMCtltude des 
formules obtenues dans cet anRlc et dans l'article précédent qu’autant que l’on sup- 
pose les résidus qu’elles comprennent réduits ii leurs Tatoura principales» Ainai , en par- 
ticulier, 011 doit, dons la formule ( 4 o) , considérer le résidu 

(w, . 

comme désignant la limho rers laquetta converge l'expression 
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( î96 ) 


( 53 ) 


W r W (( cou )) 
(«} (-*■) 


tondis que le module R devient infiDimcDt grand. De plus, comme toutes les racines 
de l’équation <■ 

(5.-))' -!_=o 


sont réelles , il est clair que la limite dont il s’agit coïncide avec celle vers laquelle 
convcnrc le résidu 


(55) 


+ JV P 00 col J )) 

-iV - 0 = X-L 


tandis que le nombre N croit de plus eu plus. Si à ce dernier résidu on substituait 
le suivant 


(50) 


+‘'V P 0» . (( cbts )) 


alors, en faisant croître indéfiniment les nombres M et ÏV , on obtiendrait encore 
pour limite l’une des valeurs qui conviennent au résidu intégral. Mais cette valeur pour- 
rait dilTércr de cotx. Concevons, pour fixer les idées, que, n désignant un 
nombre entier aussi grand que l’on voudra , on suppose M compris entre les deux 
nombres nir , (n-f't)’'» et N entre les deux nombres sn’^ , (sn + O”* 
trouvera , dans cette hypothèse , ^ 

IV P t» ((%ott )) I 

X 


(*7) + 


ir+jr x + ïTT . Æ + nir 


+ 


-( -f- 1- 

*-ir :r-* 7 r a- ni! + 


+ •■• + 


X-i 7 lK ’ 


OU, ce qui revient au même. 


(58) 


+ *V P ûo (( col 2 )) 


• H x~» 


= — 4. — : — 4. ...4. — ^ — 

X I îr*--dp* n‘tr*-** 


(«+î)2 
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Or, si l’on observe que la somme 


+ 


(n+ijir-x (n + a)it-i 

I / 1 ■ 


+ ••• + 


ir j n+ 1 - ■ 


n + a 


+ ■•• + 


toujours comprise entre les deux quantités 


-4 


-tI 




doit SC réduire avec elles, pour une valeur inflnie do n , au rapport 

' l(>) 


on reconnaîtra immédiatement que le second membre de l'équation (58) a pour limite ) 
non plus la fonction cota; , mais la dilTérence 


(59) 


cotæ - 


l(a) 
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USAGE DU CALCUL DES RESIDUS 


POUR LA SOMMATION OU LA TRANSFORMATION DES SÉRIES 


DOKT Lï TEME GÉIltRAl. EfT l’NB FONCTION PAIRE DU KOUBRË Ql'l REP&^iENTE 
LE RARG DE CE TERRE. 


Dant le bol ouvrage qui a pour titre Introduction à C Analysa des in/iniment petits, 
et dans le lotne II de ses Opuscules analytiques-, Euler est parvenu, en développant 
certaines fonctions cEponenticllcs ou circulaires , h dos séries dignes do remarque , des- 
quelles on déduit aisément d'autres séries du même genre que j'ai considérées dans un 
Mémoire présenté à l'Inslilut en i8i4 [voyez le tome I.” des Mémoires dos Savants 
étrangers , pages yCS et ySS] , et qui depuis ont été reproduites dans divers ouvrages. 
Or il importe d’observerqu’à l'aide du calcul des résidus on peut, nomsettlemont parveairt 
plus directement qu'on ne l'avait encore fait, h la sommation des séries ci-dessus men- 
tionnées, mais encore sommer ou transformer un grand nombre d'autres séries. C'est 
ce que je vah montrer dans cet article. 

Lorsque, dans une série , le terme général est exprimé é l'aide du nombre n , qui 
indique son rang , cette série est nécessairement de la forme 

(i) /(')•. /(») . /(5) . ... /(n) . etc... , 

fit) désignant une fonction donnée do . s.. Do pins, si ta fonction /(:) ost paire, 
c'est-é-dire , si elle conserve la même valeur, tandis que la variable t change de 
signe , on aura identiquement 

(a) /(*) = /(-*). 

et par*conséquent la série (i) pourra être présentée sous la forme 

/(»)-^/(-0 /(»)■*•/(-=») /(3) + /(-5) 


Enfin , comme les quantités 
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(4) 


O. 1 . a. 3, 4, ... 

— > . — a . —3, —4. ... 


comprennent toutes les racines de l'équation 
(5) sin!rî = o, 

et que la fonction sin^i a pour dérivée ;tcos»î. on trouvera, en admoltanl que 
la série (3) soit conrergcnio, 

' +/(->)+/(-i)+/(-5) + ... ) ^ (( )) ' 

ou du moins ’ 


j /(>)+/(>) + /(3)+. 
i +/(-)+/(-a)+/(-3)+, 




Les doux équations qui précèdent peuvent servir l’uno et l’antre b la sommation ou à la 
«ransformauon de la série (.) ou (3). MaU )« première .appose que /M conserve 
une valeur iinie pour s=t). 

s. I on désignait par /(:) , non plus uno fonction paire, mais une fonction quel- 
conque do I , le binôme ^ 

. /W +/(-*) 

serait une fonction paire do la même variable, et la tomme de la série qui aurait pour 
terme ^néral ' 

(9) 

ou bien ~ ' , 

(10) 


/(”) *i"/( — n) . 


se déduirait encore de la formule (G) ou ( 7 ). 

Supposons maintenant la fonction /(.-) .dle que , pour des valeurs infinime.u 

grande*, niais eonvcnableinoot «boisies, du module r de la variable s, i’im'dcs 
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( 3oo ) 


(..) -*/w. 


('*) 


•I 


reste toujours fini ou iofiniment petit , et fini seulement dans le voisinage de certaines 
valeurs particulières du quotient — . Concevons d’ailleurs que , pour satisfaire è ces 

conditions, il suffise d’attribuer au module r des valeurs infiniment grandes, qui dif- 
lèrent sensiblement des termes d’une certaine série. On pourra remplir encore ces con- 
ditions, après avoir multiplié le produit (i i) ou (la) par le facteur 


(i5) 


cosrc 
sin r:z 


f 


cl le théorème a de la page a 58, o» le ihécrÊme 4 de la page 276 donnera 

(■« i((/w^))='- 

En combinant l’équation (i4) avec les formules (6) et (7) , ou obtiendra les suivantes 

/(o) + /(i)+/(a) + /(3) + - 


(.5) 


(16) 


+ /(-0+/(->)+/(-3) + 

* » 

/(•) + /(>) + /(3) + 




+/(->)+/(-»)+/( 


■ ) + ) r >"*cos« Il /{:) \\ 




dont la première suppose que f{i) conserve une valeur finie pour : — o. Obser- 
vons enfin que, dans les formules (iS) et (16) , on peut è l’expression 


(t?) 

substituer l’expression équivalente 
(18)* 


iSlsioirs 


rfî 


Il s’agit a présent de constater l’utilité de COS formules pour la sommation ou la trans- 
formation des séries. 
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Conruroof d’nbord que la ronclinn ^ réduite k une fraction rationnelle. Si , 

dant cette fraction, le degré du délMmiiaatniir (urpawc le degré du numérateur, le 
produit (il), ou du moins le produit (n) remplira le» conditluot proscrite» , et par 
conséquent la somme do la téric (i) ou (3) tora déterminée par l’une des formule» (i5) , 
(i6). .\insi , par exemple, si l’un prend 


(•9) 




tn désignant un nombre entier quelconque, la formule (lii) donnera 


(so) 


• + 


* /.l«» * « ^ 


d\ sin^rs 


a*"* ' 5’" 4’"* ’ a ^ ttz ({^*"*)) 


i. I . I . I P f/ïiinf I 


puis on en conclura , en posant = 

(*0 

Comme on aura d’ailleurs 

(aa) l»int = l(l) + l(i 17^+ ,.,. 3 . 4.5 '"]t 

, f f t« \ 1 1 t' •* . » / »•’ <* y 

,.a.3 ' i.a.5.4.5t")' a \ i.a.5 i.a.3.4.5 "/ 3 \ i.a.5 i.a.3.4.5 ) 

on tirer» de la formule (*i) ^ 

(»3) 3>™ 


._c( t i.a.5..(p+ylT»..) / 'i \ >»/ I Yi * 

(p+ 7 +r+.. (i.x3..p)(s.a.3..?)(i.a.3..r).. \i.a.3/ ^ i.a.3.4.5j \i. a. 3.4. 5.6. 7 / j 

le signe S indiquant une tomme de termes semblables à celui qui est renfermé entre 
les parenthèses , et devant s’étendre è tous les systèmes de valeurs entières nulle» ou 
positives de p , q , r , qui vérifient la condition 


(* 4 ) 

Do même, si l’on prend 
IL* ANnéE. 


P -f" %q 3r *•* — tn . 


4o 
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( 5o* ) 


/(O^ 


(4*+>)‘ 


la formule (i5) donnera 


(.5) 


+ 


* + ' 




f/Isimrs 


5 .™ * 53« T y,m -T'" W (( (4^’M)*'" )) 

a 

puis , on en conclura , en poaant 4^ *4* > = — * 1 

I /e\*'"r dl(i-ain<) 1 


(.6) 


1 + 


+ 


3*~ ^ 5 
r4omme on aura d’ailleun 

(f7) 


ir+^ + -=-i(f)"£- 




((l»- )) 


' T + -Tlkp- ■*■ ■••) 


on tirera de la formule (a6) 

(*8) . + 


5’" 


+ p=-+- = 


»"s( » i.3.5...(p+7+rt-o I y ( 1 y 1 

\a/ (/)+9+r+... (i.ï.3...p)(i.a.3...^)(i.a.5...r)... \ I y \ i.a.3^ \i.a.3.4.5/ | 

le aigne *S indiqoânt une romme de termes semblables k celui qui est renfermé entre 
les accolades , et devant s’étendre k toutes les valeurs entières , nullea on posiltvea , de 
P , q , r , qui vérifient la condition 

(ag) p + 5q + 5r + ... =sm. 

A» 

De plut, comme on a évidemment 

(5o) '.-*-5^+ 7T^-^--“ = (‘ — + ’ 

on peut affirmer que les sommes indiquées par le signe S dans les équations (s5) et 
(a8) sont entre elles dans le rapport do a — i k l’unité. C’est ce que l’on vérifiera 
aisément dans les cas particuliers. On trouvera, par exemple. 
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( So 5 




( 5 i) 


i — î— V ^ I . 

i 1 . 3 . J ' i.a.3.4.5 I 


4 

etc..,. 


St l’oo prenait pour râleur de /(s)# non plut le rapport -r- — ' ■ ^ . maitlerap- 

( 4 ' + 0 ’" 

port 


(4»+i)’"*‘ ’ 

alort, à la place de l’équation (tS), 00 obtiendrait la formule 

> ‘ _i_ ' * I > ■ • 

*** 

. , *• 

iBH-i f*V**‘c( 1 i.t.î... fr+r4-r+-.) (LYf 1 y/ ■ \' j 

» \a/ I r+»+r+-’ (i.a.î.../>)(i.a.3...r)(i.t.3...r)... >.j.S j V1.J.3.4.S/ j ’ 


le ligne S dorant t’élendre & toutet let râleur* entière* , nulle* ou potitire* , de p , 
9, r,... qui rérifient la condition 


( 33 ) 


+ 5? + 5r -t- ••• = an* 4- ■ • 


Le* formule* (* 3 ) et (. 3 a ) , dont la première était dé)i connue [rojrez le i." volume, 
page 349], comprennent, comme cai particulier», le* équation* (71) [ibidem], et le* 
équation* (i 5 ) de la page 180. 

SuppetoD* encore que l’on prenne 

* détignant une quantité réelle ou une exprcaaion imaginaire. La formule ( 1 5 ) donnera 

P dlsinRi I 


( 54 ) 


(i+i)“ (t-i)"' (r+â)'"‘ ('-3)“ 




dt ({(*+*)»•))’ 


pui* oc en conclura , en poaant z = — — * , 
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(55) ~+ 


( 5o4 ) 


(»+i)- (■>- 1 )'“ ^ (i+a)'" (i-»)" 




l3În(/-îr#) 

TT 


((<-)) 


1" rf1 (cos<- cotiTi .fin») I 

O -JJ (fr^r 

CoiiinK on aura d’ailleura , pour des valeurs de I peu dilTérentea de zéro , 

(3'>) I (ooa< — ootira. sin ( ) = 

/( f f > \ I It r (» . \' 

— (-COt«S+ — r-OOl»S — ... — -I-COIXS+ COtxS — ... — .... 

\i i.a 1.3.3 j a i.a i.a.S / 

on tirera de la formule (3.S) 

7^"*" (i+i)"' (»->)'" (r+a)"' 

' l.3.5...(p+y^■r^^...) /cotx<\r/ i y( cotx<\' i 

(p+?+r+... (i.a.3...p)(i.3.3...Ÿ)(i.».3...r)... \ i j IkT] \ i.».3 j J ’ 

le signe S devant être étendu à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 
P , q , r qui vérifient l’équation (a4). Si . pour fixer les idées , on réfeit le nombre 
m h l’unité , la formule (3j) donnera 


(38) 


— H 1 - h ... = xcotxs . 

< s-i 1+1 1-3 1+a 


Si, dans cette dernière, on rampiaco a par a^-T , on trouvera 


(*9) J + i + ^i i-v/r, ^ i + a^/T, ^ i-av^n 




4- ...= 


XI 4 .-— T, 


• e»' + « 




Les formules (38) et (3<)) coïncident avec les équations connues' 


Mo) 


H 1 1-.. 

1-1* 4'*’ Q'i’ 


4 -1* g. 

I I 


■ cotxa. 


ai* ai 

X i"+«— 


1 + 1 * 4 + 1 ’ 9+»‘ ai iX'.«-x' ai’’ 

Concevons b présent que , f(z) désignant une firaction rationnelle dans laquelle le 
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( Soi ) 

degré du déoomiaateur lurpaiM le degré du numérateur , et a , b deux eonaUntea 
poailirea dont la première aoit la plut petite, on prenne auccetaivement pour /(*) 
lea foncliona 






MO AO * 7K'.'i-r** • 

Alora lea équationa (i 5 ) et (i6) aerriront è tranaformer lea aériea compriaea dans leurs’ 
premiera memlirea. Âinai , par exemple , ai l’on prvpd 

/(»)= 

on tirera de la formule (i6) 

M») ^^^[A0-A-0]+^^^[A*)-A-01 + ...= 


w* ir* 

e * / 



« T • / 

T» 

. v^. 4 

air* *r* ^ * 4 

• • 



f r’cosvt 

«••+«— //A0(\ 


W ^gS 

«loicz 

\\ Z* j] ‘ 



Si l’on anppoae.en pnrticuitet f[*)= on trouvera 

(45) 




. -r. , , . . -r. , J »’*+»r** , _ air»-3«* + i’ 

«a.,-* + T a»»-e— * T ««.«->* 




. ^ . 


air* 

1 • * +» 


a«* 
■ a 


lié 

î»* îir* 


2 »»* 


» 


aair 1 « * +« * 

coa’~r-4 


3 

. 4 


St* 

T 




Si lea produita ( 1 1 ) et ( i a) ne remplissent , ni Tun ni l'autre , les conditions que nous 
avons indiquées, on ne pourra plus ae servir des formiilea (i 5 ) et (i6) pour sommer 
ou transformer la série (i) ou ( 5 ); mais on parviendra souvent au même but è l’aide 
des nouvelles formules que nous allons établir. 

Si, dans la formule (.7) , on remplace succesacvemeiit ~f(t) par les deux produits 
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( 5o6 ) 

/(s)coio*. /(ï) final. 


a (iéfignaot une quantité pofitive , on obtiendra le* équtUoot 

m [/(!)+/(- i)3cofa+[/(a)+/(-a)]co»*a+... = <î:^((-^i^^îi^)) - 

(45) [/(>)-/{-•)]•!»« + [/(*)-/(->)]«»•<»+... =<i^/(») (( • 

Soit d ailteura a^ir celui dea ipultiplea de la circonférence a», qui diffère le inoinf 
de 1a tomme a -f- n , en forte qu’on ait 

(46) a + tr = atir4-a> 


k défignant un nombre entier , et a une quantité poaitire ou négative, mait com- 
prifc entre lef limitet — * , 4. On aura éridemment , pour toulcf lea raleura en- 
tières, pofitirea ou négalirea , de la variable x, • ^ 

( cosaîcofwa = cos (a + v)a =r cot[xkitx 4 - ai) = cotas , 
tinascotvs = tin(a 4- ”)* = fin{a/trrs 4" “*) = fin as 

Par tuile, let formulet (44) et ^45) pourront t’écrire comme il suit: 

(48^ [/(i)+/(-i)]cota+[/(a) + /(-a)]co»ao+...=<C-^((:^i^^J). 

( 49 ) [/(>)-/(-i)]»ino + [/(a)r'/(-a)]tinaa + .,. = <S/(î) )] . 

\ , \\ sinvs jj 

Supposons maintenant que l’un dea produiU ( 11 ), (la) rempiitse lea conditions pré- 
cédemment indiquées. Il en sera de même, b plut forte raison, de l’un des produits ~ 

» 

(5o) s /(s) - , • - (5i) f -/(O ■*•/(■«) 

siniTs > » ,in„, ' 

et le théorème a de la page a58 ou le théorème 4 de la page ayb donnera 
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( 507 ) 

En combinant ceU« dernière formnle arec l’équation (48) > on en tirera 

(55) [/(i) + /(-i)]coaa + [/(a)+/(-»))coi»o + ... . 


Il eat bon d’obaerrer que lea formulée (5t) et (53) eubeiatent dana le caa mémo où 
aucun dca produite (ii). (la) ne aatisfoit aux conditiona énoncéea, pourru que coa 
condiliona aoient rempliea par l’une dea exproaaiona (5o) et (5i). 


- Si l’on auppoaait la fonction f{t) telle que , pour dea raleura infiniment grandee, 
maie oonvenablement choiaiea , du module r de la variable z , l’un dea produit! 


(>•) */(0. 


( 54 ) 


. /(*)-/(-*) 
s “ ■ ■ ““ ■ 

a 


reattt toujours fini ou infiniment petit , et fini seulement dana le voiainage de certaine! 
valeurs particulières du quotient — , on pourrait en général affirmer que les mémm 
conditiona seraient remplies par l’un dea produits 


(55) 


*/(») 


sin zs 
•ioire 



. /(»)-/(-«) «'"O» 

9 sions ’ 


et le théorème a de la pag^aSS on le théorème 4 de la page a 76 donnerait 


% ' 

En combinant cette dernière formule avec l’équation (4q ) , on en tirera 

(58) [/(!)— /(_i)]sm«+[/(a)—/(—a)]ain 9 o + ... = — £.-î^^^((/(î))). 


Lea formules ( 87 ) et (58) continuent do substituer , dans le caa même où aucun des 
produits ( 11 ), (54) ne satisfait aux conditiona énoncéea , pourvu que coa conditions soient 
rempliea par l’une des expressions (55) , (56). 

Lorsqu’on substitue , dans les formules (53) et (58) , la valeur de a tirée de l’é- 
quation ( 46 ) , on en conclut 

(S 9 ) [/(«)->-/(— »)]co*»--C/(«)+/(—*)]c«aa+... = <£- ’ 
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( 5oS ) 


(6o) [/( I ) — /(— I )] »in a— [/{») — /(— a)]rin »a4- 




tin ICI 


((/(»)))• 


Pour monlrer rulilitû de cos diverses formules, concevons d’abord que f[z) dé- 
signe une fraction rationnelle. Si, dans celle fraction, la dilTérenco enlr» le degré du 
dénnfhiaatear et le degré du mifflérateur surpasse l’unité, ou bien encore, ri , cette dif- 
férence étant réduite b l’onilé , In éonstante « n’est pas précisément ^le h n , les 
expressions (.5o) , (56) rempliront les conditions prescrites , et par suite les équations 
(55) , (5S) feront counaltro les sommes des séries renfermées dans leurs premiers 
membres. Cas séries ne différent pas de celles que nous avons considérées daos le 
Mémoire présenté ù l'Institut en i8i4 [voyez les Mémoires présentés par divers savants 
et publiés en iSsy, page 780]. Si, pour fixer les idées, on pose 



a désignant une quantité réelle ou une espretsion imagimire , 00 tiraa«4e i'éqnatien {iS\ 


f— +— 1 


1 —+—] 

w+l '-I, 


U+a J- a/ 


et de réqoation (58) 


(J L.1 

,ioa+ (2 L_1 

/ 1 1 \ 

•in o/x -4 

\*+«, 


BIUllCd~T^ 1 ' ±' •*“ 1 

\s +3 s-o y 


Les formules (61) et (Gs) coîucident avec deux équations données par Euler, dans le 
tome 11 des Opuscules analytiques , et peuvent s’écrire comme il suit : 


( 63 ) 


(64) 


cosa cessa , cosîa 1 w 

i-s* ’ 4-j* g-i’ ^ as» a» 

aiioaa , SiinSa 




4-s» 


jr >ina4 


Si l’on y remplace s par , on en conclura 


(65) 

( 66 ) 


Co»â 

L . 

rossa 


-r 

4+s’ 

sina 

1 

aiinaa 

I+S' 

-r 

4 + r’ 


c0s3« , * 1 

ÿ-t-t’ «’»'.«"»»» at» 
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( 5o9 ), 

Lonque, d<BS lea quatre formolea prëcédentea, on aubalitae la râleur de a tirée de 
l'équalion (46) < on trouve 


(67) 

COS a 

cos a a 

i 

COS 3 a 

w 

CO S a J 1 


4-a* 



a« 

sioirs as* ’ 

(68) 

$ina 

ftSÎDla 

1 

3 sio 3 a 

r 

sio as 

1 - J • 

4 -,. 


9. J» 

2 

i 

flQTTS * 

(69) 

cos a 

cos a a 

+ 

COS 3 a 


w , 1 

I+J” 

4 + i* 

9+»’ 


aa »»'-«—*'•' aa’ ’ 

(70) 

stna 

asinaa 

J. 

3sin3a 

n 

«"-a-" 


4 + a’ 


9+»* 

*'* J 



Cea dernièrea auppoaent que la conatante ■ demeure compriae entre lea limilea — ir , 

Loraqu’aprèa avoir développé , anivant lea puiaaancea aacendantes de a , lea deux 
menibrea de l'équation (67) ou (68) , on égale entre eux lea coelEcienta dea puiasanecs 
aemblablea, on en lire 


coaaoi coa3ï coa4> 



cola- 

a* ' 

' 3* 

- 4* 

la a i.a * 


(7>) ' 


cos a a 

, coa3* 

eos4> , 

1 = *■ 1 

l 



a* 

' 3t 

4 » ' 

jao la i.a ’ 

a i.a. 3.4 ' 

et 

1 

etc.... 

• » 





* 

f 

sinaa , 

^ sin3a 

sio4a , 

1 a 



1 

a ' 

' 3 . 

■ 4 ' 

" " J 1 * 


( 7 *) 

1 

sio a a 

, sitiSa 

ain4o , 

ir* a la» 




a> * 

' 3 » 

4^ ' 

la 1 a 1.3.3 



l etc.... 







Lea ibrmulea préeédentea aoppoamt encore que la valeur numérique de la coiiaUnle x 
est idftrieure k ir . On peut , au reate , lea déduire immédiatement dea équations ( 5 q) 
et (60). En effet , ai l'un pose, dans l’équation (89) , 

Il.*Ai«aéE. * éi 
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( Sio ) 


/(0 = — , 


et daoi l’équation (Go] 


/{*)■■ 


on trouvera , quel que aoit le nombre entier m , 

Co$4a 


( 73 ) 

Pt 

( 74 ) 


COSla , cos3a 
— + 


os4» I f rcotxt fl I \\ 

4’" ’ nin»» \\ i**" )} 


sin 3 a 


sin 4 


3’"*‘ 


'^ + ... = 1 - 


rsina 




il ett d'aiileora facile de a'aainrer que le lecond membre de la formule (73) ou (74) 
équitraut à la aomme qu’on obtient quand on ajoute lot una aux autrea lea m -f* > 
premiera termea de la aérie 

a * , at 

1 i- ;r-r — etc... = COSa , 

i.a ^ i.a.3.4 


+ 


■ etc... = aina , 


i.a .3 ^ i.a.3.4 5 

.iprëa les avoir reapoctiveinent multipliéa par lea m -f* 1 premiera termea de la suite 
( 7 -’) — . 


J20 




5 ua 44 > ' 


etc... a 


pris dans un ordre inverse. Or, dans la série (75) , le deuxième ierme et les suivants 
sont précisément les quantités qui forment les seconds membres des équations (i4) de 1^ 
page ï8o. 

Lorsque, /"{:) désignant une fraction rationnelle, dans laquelle le degré de déno- 
minateur surpasse d’une unité le degré du numérateur, la conSUote a devient pré- 
cisément égale à a , les produits (la) et ( 5 i) remplissent les conditions ci-dessus 
indiquées; mais on ne peut plus en dire autant des produits (11) et ( 35 ), ni même des 
produits ( 54 ) et ( 56 ) , qui , pour des valeurs infinies de a , ac réduisent généralement 
à line constante déterminée /. Donc alors lea foHUulea ( 5 a) , ( 55 ) , et par suite 
les équaliooa (61), ( 65 ). ( 65 ), (67) , (69) coutiouent de subsister, mais les foSùules 
(57) , ( 58 ) , ( 6 a) , (64) , (66) , (68) , (70) dsriennenl inexactes. Tootefeia il est aisé do 
voir comment ces dernières -formules doivent être modifiées dans le cas dont il s’agil- 
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( 3 " ) 

Akon eo eflet, pour ditemûuor lo ré«idu iolégral ooraprâ dan* le premier membre de 
l'équation (S7) , il faudra recoorir . non plus au ibéoréme 4 de la page 076 , mais au 
théorème 5 de la page *74 > ot l’on aura en conséquence • 

, ♦ 

lien résulte qu’on devra au second membre de la formule ( 58 ) ajouter le produit k/, . 

et au second membre de la formule (6s) le nombre n ; ce ^ui suflira pour rendre cés 
seconds membres égaux anx deux premiers . c’est-b-dire , i xéro. De même , b la place 
des formules (68) et (70) , on obtiendra deux équations identiques. Quant aux formules 
(67) et (6g) , si l’on y pose a = ^on retrouvera les équations ^4o). 

Si l'on prenait pour f{z) , non plus une fraction rationnelle, mais l'une des ex- 
pressions ( 4 i)> les formules ( 5 g) et (60) serviraient b la transformation des séries que 
renferment leurs premiers membres. Ainsi, par exempte, n l'on prend 

/(z) désignant une fonction rationnelle , et a , 5 deux constantes positives dont 1 a 
première soit la plus petite , la formule (60) donnera 


(76) 






— f(— — A— »)]»'"»“ + ••• = 


ir«i 

• ^ / 


r 

• air 

• un - 

i-Wt. 

* / 


»■ ir* 

.T "T 

V/r, 

A 

è 

-T. 

•5T* 
/ * 

i/n * j 


• r sinaz «**-s-«* ,, -, . 

Si l’on suppose en particulier f{z) = on trouvera 

( 77 ) 


s*-s-* 


; r 


. r “T 


5 


> fînSsi — s 


«a 




1 T- 


a îi! 
- S 


I » * ^ 5«« I 

î?- ""—+••• 


5 ^ 

- t 


-t 


* 
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( 3 ia ) 

Dans'lei formulei (7C) et (77) , on ne doit plus regarder les constantes « et s comme 
lüos entre elles par l’équation (46). 

Il arrire souvent que les séries, comprises dans les équations (i6) , ( 5 g) et (60). sont 
transformées par ces équations en d'autres séries , dont les dilFérents termes sont équi- 
valents , 'au signe près , à ceux des premières. Alors les sommes des séries que l'on con- 
sidère peuvent être évidemment déduites des équations ell(s-roêmes. C’est ce qui arrivera 
eg particulier si, dans la formule (16), on pose 


/*(x) désignant une fonction rationnelle de z , qui s’évanouisse avec Dans ce 

cas, on se trouvera immédiatement ramené k l’équation (iiS) de la page 373. De 
même , si l’on pose , dans la formule ( 5 g) , 




et dans la formule (60) , 


/W = 






f{z) désignant une fonction rationnelle quelconque de la variable s , et a une 
quantité comprise entre les limites — on en conclura 


(78) 


et 


(79) 


Î^r(0co..-3^;;^r(t,<)cos..-h3-î;^^ 


21/ s*(s**-M~*‘)e0Sa» 1 1 fi**) \ \ 

4 («*■•-«"*■•) sins* V\ * I) ' 




,^-- 7 fi' <) Sin s « ri- - r(8‘) «n 5 * - ■ 


= JL / («**-a-*«)sina« / f /•(»<) \ \ 
4 (s*'" -#-*■•) siuir* ^ s )) 

Si , pour fixer les idées , on prend 


l 
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( 3«3 ) 

m étant on nombre entier , on troorera 




■c®'« — ,4^-. ' 


(8o) 


et 


(8i) 


K r («•■ + *-••) COJ a» Il > \\ 

(«'■-«-»•) 5in«j U**'"”'//’ 


/ «»-«- 




eina ■ 


I , I *’*-»-’* . _ 

-3 T- «in** + - ."T. Tz rr »m5* ■ 


it f («»*-e~»‘)tinai / / i \ \ 

“■4*^ U**'" + ‘ // ■ 


Si l*0D prend au contraire 




r 

. 0O9« 

r(*<) 

I , 


on «ara 

1 «•+«“* 

“ j«+»t ' 

acoftea ^ «**+«*■** 3cos3a 


1 

i + J* 

«>»-< 

f-»T 

at + J* «îa’-j-»» 


(8t) 

1 





• , 


1 


ir 1 

1 

«•'VÏ + jCOs(aJVZâ)+»”"''’ 1 

\ 




~ 4 j* i 

K*i 

,> »*‘'''-aoos(ajy'J) + «~"’‘'^' j 

» 

1 

et 







1 


9ia» 


;stnaa , «’*-«”’• ;iio3a . 


1 


t+t* 

«•»-< 


34^1(4 «ï*’-»-»' 3t+«* 


(85) ' 


é 

•K 1 

1 «’ 

»«^VT.3COi(aaJ/î) + «""'^ I 





— 4*< I 

1 



Loraque. dant lea fonnnlea (80) et (81), on poae aucceMWemenI m = 

0 ; m = 1 

ete... , 

on en conclot 








«>»+»- 



1 




»ir 

SCOiia^' 

“4» 

(84) 


CM fit 

«•*+«- 

-»« 

coaaa , »**+*“’• eoj3a 




1*. 


•ST 

,J T“ ,»»■-,-« JJ 

36o.â 


\ etc... , 





* 

et 





, 
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6 Îna 8ÎD2a ftioSx a* , , 

e*'-§~'^ 1 A 5 4’*' * 

sioa a*»-#*-»* sin3a , 8in5a a*(ir^-a*) » 

"T? ,!»_«-.» ÏT"+,3».,-it 3 j ••• = 36o.tr ’ 

etc 

Si , dans les mémos formules , on remplaçeit m par — m , on en tirerait , pour 
des valeurs de m positives et dilTérentes de zéro , 


( 86 ) 



■ cos la 


. cos 3 a __ .., 




(87) 



’Sin la + 


sinja — ... 



,!T.,-ÏT 


Les formules (78) , (79) et suirautes comprennent, comme cas particuliers, les équations 
(93). (94)- (94). (96). (97)- (98). (99)- (>®o)« (•"'). (los), (ilS), (118), (119) et 
(izo) di: l’avant-demier article. « 

Si la constante a , que l'on suppose renfermée entre les limites — » , + * , 
dorenait précisément égale & l’une de ces limites , les formules (78] , (79) ne pourraient 

plus subsister qn’autant que la fonction /*(:) s'évanouirait avec — , et alors la se- 
conde de ces formules deviendrait identique, tandis que la première coïnoiderait avec 
réqiiHlion (1 iS) de la page 878. ■ ' 

.s 
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SUR UN MÉMOIRE D’EULER 


' (jOI A pocn TITBB 

T 

ftor.1 UETUODIS mACTIOKES QOA3CVMQVB RJTIONJLBS IN FRACTtONBS SIMPUCES 

RESOirESDI. 


On trouve, dam les Acta Academiœ PelropoUtanas pour l’année 1780 , un Mémoire 
d’Euler qui a pour titre Nova Methodus fracliones quascumque ralionaUs in fractionet 
timplieci rttolvendi. Ce Mémoire , dont je n’avais pas connaissance ii l’époque oü l’éta- 
blissais les bases du calcul des résidus, a'des rapports assez direots avec ce même calcul 
pour qu’il soit convenable de les signaler. Le procédé que l’auteur emploie pour déduire 
, i* 

d une fraction rationnelle /(;)=—, dans laquelle P,Q désignent deux fonctions 

entières de la variable t , les fractions simples correspondantes à un diviseur linéaire 
r — a de la fonction Q , consiste h faire croître la valeur a de s d’une quan- 

P , ' 

tité infiniment petite u , puis è développer la fraction suivant les puissances 

ascendantes de u , en posant t = a u , et enfin è chercher , dans le développe- 
ment obtenu , les termes qui deviennent infinis pour w = o, c’est-è-dire , ceux qui 
renferment des puissances négatives de z — a. Il en résulte que, dans le cas parti- 
culier où la fonction Q est une seule fois divisible par le facteur z — a, la fraction 

simple qui se rapporte^è ce facteur, et se présente sous la forme — - — , a pour nu- 


mérateur le coefficient de — dans le développement de ou ce que 

j’ai nommé le ritidu de f{z) relatif è' 'z = n. Il serait aisé d’on conclure 
que la fraction simple — - — , c’est-à-dire, la partie do f[z) correspondante 


au facteur z — a est précisément le résidu de 


relatif à la valeur a de la 


variable , u ou ce qui revient au même , le coefficient de — dans le développement 

• U 

du rapport 

/(«+-) * 
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■ ( 3.6 V . 

5iiivanl le» puÎMancrs atcendaolc» de h. Mai» Euler n'a point énoncd coite propofi- 
tioii , comprise dan» la forinule ( 5 ). de la page *79 , et qui , a’éteodaot au cas miiat où 
In foncliou . Q devient divisible par ipae puissance entière* quelconque de s — a, 

• P 

foumit , pourla décomposilioD de ^ en fractions simples , une'rùgle uniforme , égale- . 

ment applicable , quelle que soit la nature des racines , réelles ou imaginaires , égale» 
ou inégales de l’équation 

L'illustre géomètre que je viens de citer observe encore que le procédé dont il a fait 
usage peut être employé è la décomposition des fonctions transcendantes en fractions 
rationnelles. Mais les huit dernières pages du Mémoire , qui sont relatives à cet objet , 
uiircnt seulement un exemple de celte décomposition, et n’indiquent pas les conditions 
auxquelles les fonctions transcendantes doivent satisfaire pour que le procédé dont il 
s'agit leur soit applicable. Au reste, on concevra facilement comment il a pu arriver 
qu'Euler, dans son Mémoire ,.n*âit rien dit b ce sujet. Car la recherche des conditions 
dont nous venons de parler, et des proposition» fondamentales qui s’y rattachent dans 
le calcul de^^sidus , exige la connaissance des relations qui existent entre les ré- 
sidus des fonctions et les intégrales définies. Par conséqueut elle suppose [voyez le 
I.*' vojume des Exercices, pagés 90 et suiv.] la détermination de la différence entre 
les deux araleurs que peut prendre une intégrale double suivant l'ordre dans lequel on 
rlTectuc les intégrations. Or celte dilfé^nce a été signalée et calculée pour la première 
foiSj è l'aide de la théorie des intégrales définies singulières, dans le Mémoire que j’ai 
présenté b l'Institut le sa août 18 . 4 , et que l'on trouve inséré, avec le rapport appro- 
batif de MM. Lacroix et Legendre, dans le recueil des Mémoires des savants étrangers 
pour l’année iSay. Quoiqu’il en soit, la fonction qu’Euler a choisie, pour exemple, étant 
une de celles qui remplissent les conditions énoncées dans le 4-* théorème de la page 
S89, vérifie l'équation ( 56 ) de la page sgo; et en effet les calculs effectués dans la 
dernière partie du Mémoire que je viens de rappeler conduisent définitivement l’auteur 
b onc formule qui n'est que le développement de la suivante 

•In J I I f sinr 

inogc-cos.1 if-t l V taugi-co»»/ / 


MÉTHODE POUR DÉVELOPPER 


DES FONCTIONS D’UNE OU DE. PLUSIEURS VARIABLES 
EN SÉRIES COMPOSÉES DE FONCTIONS DE MÊME ESPÈCE. 




Soit 


(0 


f (*./. — »•) 


(*) 


t{x,jr, i) 


(3) 


f(x,y, ... r,) , f (*, j', ... >i) , etc...; 


(4) 


f (*,/, ... s) = RJ(x,jr, ... r.) + R,î{x,y , ... r.) 4-clc. 


Souvent en eflet l'on y parviendra, en vuivant la méthpde que noua allons indiquer.' 

'■ /• 

Supposons qu*aucuDC des fonctions (3) ne doTienne infinie » et soit 


(5) 


F(r)=o. 


iVqualion transcendante h laquelle appartiennent les racines r, , r, , . 
II.* AKNiE. 


Si celte 

4s 


■». 

^ ir 

W 


une fonction qni renferme, avec les variables indépendantes x,y ... une autre variable 
à laquelle on attribue successivement , i.* une cerlame valeur représentée par s , 
a.* d'autres valeurs r. , r. , n , etc.... reapcclîvaineni égales aux diverses racines 
d'une équation transcendante. On pourra , dans un grand nombre de cas , développer 
la fonction de x,y,... désignée par 


en une série dont les difTérents termes soient respectivement proportionnels aux fonctions 
de même espèce désignées par 


c'esl-4-diro que l'on pourra choisir les coeiEcients R, , R, , Ri , etc.... do manière 
<t vérifier l’équation 






- 


* • y. 


1 


( 5.8 ) • 

équation n'a pat de racines égalât, it suffira, pour déterminer conTenablemenI les coef- 
ricienta H, , B,, etc,., de Irourer une nonireUe fonction ?(■*)> 1*^' 
quand on attribue i la rariabic r l’une des valeurs r, , r, ,. etc... , et qui satisfasse 
1 la formule * . 


(6) 


ri^ ^ ,\ ~ f T(r).f(j,j'>...r) 

{{x,jr,...t) ((F(r))) ’ ‘ 


En eflet , cette fonction étent trouvée. U formula (6) donnera 

(7) f {x.y, ...*) = «■•) + f (*. y. '•.) + e‘C”> ■ 


et par conséquent on vérifiera l'équation (5) en prenant 

vC»-.) 


( 8 ) 


B. 


E'(r.) 

D'ailleurs , comme on a idci^iquenient 

(9) 

la formule (6) pourra être réduite à 

(10) 


B =-^ 


H __!i2L 

«>-- kW 


elc.. 


ff- r si — / 


f f{*o'....r) _ f — 

- ((>■-*3) ((EM)) ’ 


et l’on tirera de cotte dernière , en admettant que r (r) conserve une valeur finie pour 
r = s . 


(<■) 

Posons maintenant 

, (•») 

.ou èn conclura 

(. 3 ) 


r r/_ .. _V_. 

F(r) — (r — a)T(r)=tz(»-) J 


Or , pour que la valeur précédente do f(r) ne devienne pas infinie en vertu de la sup- 
position r = s , il faudra que l’on ait 
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( 3'9 ) 

FW=xW. 


(> 4 ) 

On trouvera par suite * 

(.5) ,(r)=/W-F(.J__xW.-xW , 

' ' r-fi r-5 

puU, en faisant, pour abréger, 

^!^=+W. 

on otrtieadra la formule 

(.6) = 

dans laquelle ''ÿ(r) désignera une fonction qui devra, ainsi que 7(r) , . conserver 
line valeur finie, non-seulcmeDl pour r = «, mais encore pour chacune des râleurs 
de r représentées par r, , r, , etc.... 

Concevons à présent que l’on substitue. dans la formule (l i) la valeur de ,(r) donnée 
par l’équ'ation (iG). La formule (i i) deviendra 

* ou , ce qui revient au même , 

p,,vr f(»,j'....r) r 

(T(V-r}F(r))r'^‘^‘ {(F(r))) 


et il ne restera plus qu'i choisir la fonction '{'(r) de manière II vériGer l'équatiun (17) 
ou (18). Or, dans le premier membre de l’équation (iS), le second terme disparaîtra 
éridcmmeiit si l'on suppose 


(19) |(r)=o. 

De plus , si la fonction ... r) conserve une valeur finie pour toutes les valeurs 

finies de r , on aura identiquement 


( 80 ) 


r fC*./»-.»-) _ f // U 

(([>--s)F(r))) (r-s)F(r) ;r 


Enfin, si l’on représente par f le module de la variable r, et, si l’on suppose que 
le rapport 
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( 3ao ) 


(*■) 


K(r) 


devienae généralemeDt nul , poor des valeurs infinies de p , convenablement choisies , 
on pourra en dire autant du produit 


(»») ‘ 


^ f(a,^,...r) _ I f(x,y,...r) 
{r.,)F(r) F(r) 


et l’on conclura du s.' tbéoréme de la page iSS que la valeur principale du réwda in- 
tégral 


{s3) 




t’évanottil. Ajoutons que cette valeur principale s'évanouira encore en vertu du théo- 
rème cité , si , pour des valeurs infinies de p convenablement choisies , le rapport (ai) 

est toujours fini ou infiniment petit , quel que soit le quotient — , et fini seulement 

P 

dans le voisinage de certaines valeurs particulières de l’angle t déterminé par l’équa- ^ . 

tion 


(>4) 


r = p (oost p'Ti sinr) . 


Donc» si ces conditions sont remplies , le premier terme de la formule (i8) sera égal è 
zéro , et l’on vérifiera l’équation (6) en prenant 


(*5) 




D'ailleurs la valeur de r , désignée par s , est entièrement arbitraire , et peut être 
considérée comme une nouvelle variable. On peut donc énoncer la proposition suivante. 


1.** TnàoaÊNE. Soit 


(•) 


... r) 


une fonction du variablu indipendantu x,y , ... r , qui demeure finie pour toutes 
lu vaUurt finiu de r, et t une autre variable indépendante de r. Si, pour 
du valeur» infiniment grandu , mai* convenablement ehoitiu , du module p de la 
variable r , le rapport 

f{x,y,...r) 
f(r) 


(ai) 
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( 3 ». ) 

' rate totÿour* fini ou infiniment pttit , et fini leuhment dans U voitina^» de certaines 
vaUurt partieuliiru du quotient — on aura 


e, , f F(r)-F(,) t(x,y,...r) 

... #) — 6 — (( JJ . 


(.C) 

OU , cc gui revicttt au même 
(* 7 ) = 7Î7- 


I t{x,y,...r) 

(( FM )) 


pourvu que (on réduite le ritidu intégral, compris dont le teeond membre de (équation 
(26) ou {27) , à ta valeur principale. 

Corollaire ■.** Il est imporlant d’ob»erver que le théorème précé 4 eDt ne doit pu être 
rettreint au caa où les racines de l'équation ( 5 ) sont inégales. Ajoutons que l’on peut 
déduire immédiatement l’équation (27) de la formule ( 5 ) de la page 279, en substituant, 
dans cette formule , la lettre t b la lettre æ , et posant d’ailleurs * 


/(*) 


_ Hx,y,...s) 

FW 


Corollaire a. Souront, pour que les conditions énoncées dans le théorème 1." puis- 
sent être remjilies , il est néceuaire de supposer les variables x, y comprises 

entre certaines limites. Alors on n’est en droit de considérer la formule (26) comme 

exacte, qu'autant que l’on attribue aux rariables x,y, des valeurs renformées 

entre les limites dont il s’agit. 

Corollaire 5 . Comme on a identiquement 

(,8) F(r)-FW ^ fy'[r + X{t-r)ldl. 

il est clair que l’équation (26) peut être présentée sous la forme 

t(x,y,...r)J'^r'[r-\-i{s-r)]dX 


(* 9 ) 


{{x,y,...t) = £. 


(( FM )) 


Si, dans l'équation (26), on remplace successivement f(a;,7', ... r) par les trois 
functions 

e", cosra: , sinra; , 

on obtiendra , au lieu du premier théorème , ceux que nous allons énoncer. 
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( 3sï } 

s.* r,$,te trois variable$ intU/tendanUi ; et F(r) me funr- 

tton donnée de r. St, pour des vatcurs infiniment grandes, mais convenabiemenl 
choisies, du module p de la variable r , U Rapport 


(5o) 



reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seuletnent dans U voisinage de certaines 

râleurs particulières du quotient — , on aura 

? 


(3.) 

ott, ce gui revient au même, 
e' 


c — ^ ■■■■ — 


((FW)) ’ 




pourvu que l'on réduise le résidu inUgral. compris dans le second membre de C équation 
(3i) ou (3a ) , à sa valeur principale. 

Corollaire. Ën combinant l'iqntUon (3i) arec la formule (a8) , on en conclut 


‘ fy'lr^\{s-r)\d\ 

(( F(r) )) 


(53) 

ExempUês Supposons 
W) F(r)=:<T«^— I, 

-I désignant une constante positive. Alors, l’équation (5) étant réduite à 

«•'■—1 = 0 , 


(55) 


^ les racines de cotte é({uatioD seront respoctireineDt 
(56) O. ±^v". 

et elles auront pour modules les diiférents termes de la série 

( 5 ;) 0 . 4 :: t- 


clc... , 


etc... , 
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( 3*5 ) 

Cela posé , ai l’on ultribuc au module f ila la variable r une valeur inliniDirut 
f^ande , prise dans la série 


(38) 




etc... , 


et à la variable x une valeur positive , renferméa entre les limiles 
(3o) , réduit h la forme 


(39) 



O, a , 


le rapport 


sera toujours Uni ou infiniment petit , et ne cessera d'étre infiniment petit , en conservant 
une valeur finie , que dans le cas où le quotient — différera très-peu de ± \/T^. 

e 

On aura donc , en vertu do l’équation (3s) , pour des valeur^de x renfermées entre 
les limites a; = o , x = a , 


(4o) 


t" 




s-r ((*--1 )) 



ou, ce qui revient du même, 
(4i) e"=s(«*' — i)i — + . 


4a* + a*s* 


. 4 »* 

«Jtos aitsin 

a ^ a 

'■ idir> + a’s* 


L’équation (4i) pourrait être aisément déduite des formules (65) et (66) de la page 3«8. 

Supposons encore • , 

(4>) F(r) = 6*''— •acosér-f-e-»e, 

«, b désignant deux constantes positives, et faisons, pour plus de coiimi»dilé, 

(43) c -= , S«:nrctang — . 

L’équation (5) deviendra 
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I 


( 5*4 ) 

(44) acostr + «-«' = o, 

puis on en tirera , en désignant par n un nombre entier quelconque , 


(4S) 


, anirt/Ti . anir , . 


Donc les racines de l’éqnation (44) auront pour modules les différents termes ^ la série 


(40) 


la 

c 


4» 

f 


etc.... 


Cela posé . il est facile de reconnaître que, si l’on attribue au module ^ de la variable 
r une valeur infiniment grande prise dans la série 


a 

(47) 


3* 


5a rit 

— , — , etc... , 


e # ‘ 

et é la variable ce une valeur positive renfermée entre les limites o , a , le rapport ' 
(48) 


F(r) 


•" -üCo$tr + e-^' 


restera infiniment petit, quel que soit d’ailleurs le quotient — . Donc , en vertu de l’é- 

' P 

quation (5i) , on aura , pour des valeurs de x renfermées entre les limites x = o , 
x = « , 


(4o) e"=(«" — iC 0 ib$ + e~*'){^ — ! 

' ' s-r ((s"'-acosir+*-*'- )) 

ou , ce qui revient au même ^ 

I «• 

(5o) 


«*'-acosés+«— •' («*+i’)s* 


nssop 

— s - 




2nnh 


+ 


a A TA 
g ~ k-a^z 


ma — ma + (6 — a|/T)s 




a ATA 

aATA 


n = OD 1 

S * 


« S+a^-7 


a=ii . miré 

Sfiir— (6 4- a)/t7)< 

. 

anir-^ (6 + <n/rT)# 

, 

/ 

S ftlU grr 


le signe S s’étendant b toutes les valeurs entières et positives de n . 
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( 3*5 ) 

• 

Si l'on fait roainlonant 

b = a, on trouvera, 

pour toutes les valeurs de 

fermées entre les limites b 

et a , 


(5.) 

e“ 

J +ix 

d"* - acosaj + d*""' 

3d*d ’ 

fITX 1 

firae 

e— 



0 “ 

» = . (e"* — «-"'Iv/n 1 

*nir — (i — \/~)a$ 

a ne — (i 4-j/r7)n* 

fi«r« 

f »« 


. "ï* (-')■« ■■ 

e 

,= . — 6-")v/-T 

_ snff -f- 

ann -j- (i — ^/n)ns 

ou , ce qui rerient au même , 


(Sa) 

e" 

1 +d* 

d*"- acosfld*fd“*' 

aa*i* ’ 

/ di ^ 

1 L — cos lu 

19 a \ 

di\ . VS 

)sm — *’* 

9 / tt ~ 

ai TX ( , a»\ . rtx 

a a V a y a 


»»+ires + — a*s* 
9 


X rcn- 


M 


+ 


d« 


(ht-"*) 


»rsB 

9 

a 

a J 

F "' 0 

e “ — 


a a \ a ' a a ' 


«•»-«— ■•»! a’K’-B>rB»+ — a*i> 

< a 


a*;r’+ 2 sa»+ — «’*’ 
a 


— elc.. 


Si l’on prenait , au contraire , ^ = “ ® = ~ l/«’ + *’ • ®” trourerail b > 


( 55 ) 


■ = 5ü 

— S ■ 


e" 

• 

3 

1 4* 


ai 

‘’-^COS—T=- 

v'J 

+ d-« 

4 

a*J* 

• 

/ nTC%/î 

5«x* ^ 


n^or^î 

3nv« _ 

i < a* e 

s. 


« aa , 

* sa V 

.. 

1 ann--^ + a#l/.i 

“P 

d« 

-as^zr; 


NS=0» 

— S 


"=■ a.iD 

3 


IL* a.isÉB. 


/ nVSy/î 

3nax 

nwm^l Su»’» . ^ 

i s » e' 

s. 

« »« d « ‘ 

1 ** 
ï 9nr--^ 

V 

H 

-at^^ 

9fîir *f— ^ 
V* 


45 
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( 3i6 ) 


ou , ce qui revient au même , 


' 


(54) 

r" 3 

l+SX 



fli 

é*-^-aco 8 + 4 

fl* 4 » 

. 


.1 ((.- 

<lt \ S»*JC « . irai ( 

ai \ 

3 rj; ai . 

CQÿ. + — 8 in 

•’Zy/'s'i 

»/*/ • aa a . aa ^ ' 

av'iJ 

>» • .■ 

- Î 

ir ^ 3 J 

. <11 ■ 

«-» • « * 


at <f*f* 

) 

/J 3 

TT T 

^-7T*~ 


, i(.. 

<t \ . 3 m >• 3 »x /r / 

• - ijin - — C 03 • — I 

as ' 

2 If 

V . 3 ^ ai 5 «d 0 

igm, .. 1 co> 

l 

av'V a 1 « ^ ; \ 

ly'i. 

/ « a a " 


* ) 

ai a*ê* 

n t a> I J 

a< . A*«* 


^ t ^ \ 

VT + ~ 

a îî 1 

i-aff -— + ■ 

; 


+ clc., 


Ëa développant Ica deux metiibres de chacune des équations qui précédent suivant les- 
puissances ascendantes de ce , et comparant ensuite Ica coefficients des puissances 
semblables, on obtiendrait de nouvelles équations di|;nes de remarque, parmi lesquelles 
so troOTcnt comprises les formules (3/), (38) , (3g) des pages sgo et sgi. 

Supposons enfln 

H5) F(r) = acoaér* 

« , ( désignant toujours deux constantes positives. L'équalion (5) deviendra 
(5(5) — acosér' + “ 5 


puis 1 ou en tirera , en adoptant les notations (43) , et désignant par n on nombre 

. . ' * 
entier quelconque , 


— dz-^(co8 9qrv^rTsiu«)|/.. , 


(5?) 

! 

ou , ce qui revient au m(îme , 

{.i») ■ r> = -l^jcos(«=p-^j:FV/Tsin(e=T:-^j j . 


(~>n troqeqra-par suite 

(5«) i r = ±[-î^j‘|cos(^ 
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Donc Ici racines de l’équation (56) auront pour modules les dilTércnU termes de la série 


(6o) 


/ar\i . 

Mr\î 




\r) ’ 

Ici’ 

\ * j ■ 


% 


Cela posé, il est facile de rcconnallrc que , ai l’onnllribue an mcdiile p de In varlublc 
r une râleur infiniment grande prise dans la série 

<»■! '(f)' (-^)’’ (^)-- 

le rapport . 


(6.) 




e"'''-acosir’ + »” 


sert toujours infiniment petit, quelles que soient les râleurs du quotieut — et de lu 

. P 

rariable x. Donc, en rertu de la formule (3a), on aura, pour toutes les valeiir> 
possibles de x, 


(65) 


e" = («*■'■ — a cos 6s* + «"•'* )X'— — 


s-r ((«"■'- acosir'+s—'’' ‘ )) 


Si maintenant on e(Tecloe les opérations indiquées par le signe £ , l'équation (63) 
olFrirt le déreloppement de l'expononticlle e" en une série d’exponentielles de même 
forme, dans lesquelles la rariable x aura pour coefficients non plus la quantité s , 
mais les diverses racines de l'équation (56). Si l'on fait en particulier 6 = « , l'équa- 
tion (36) se trouvera réduite k 


(64) 


— acosar’ =r 0 , 


puis en posant , pour abréger , 

(6S) N = I*. 

on tirera de la formule (63) 
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( 328 ) 


(OÜ) 




J’X* . i’x’ \ 


i.a 1.2.3/ 


^iVx(cos^ + V^.sm|.) 

•/x(cos.^-V/C.,i„.l) ' 


-y) V/.T 

» 

' -y)vAT 


- iYx^coi Y + lAi »in y J 

^ ^-yx(co.|--v/r„i„.^) 

{.,)-N 


(»e **^ ‘+y) v/.-r ' 

• 




• 

^ ^-yx(,iD--i/r,cos-) 

^-iVx(*io-^VvAco..|-) 



+ T _ 

fe®‘^"+yt/rr 





, I*'® +iVi/7r 



ou , ce qui rerient au mCmc , 

(67) 


I { ix 8 *x* , s^x^ \ 

îrrr(- + T+-rr +ttt) 


«"’-ïcosa<*+«“*'' aa’ 

/ Nxcot — 


■ « — » 
+ S 




j’-ajiYcos — +iV’ 
8 


asin^— - AT® sin-^J-iVsiD^iVxsin-^J -iVxcos^ 


»’ + aiAco« 


^ J an»(«"'- aT"') 


^cos(-Y + jy*cos-^)-iVsio(iY»coi-^^ -iV«»iiJ-^ 




»* + a<Ysio -g- + iV’ 


®®*"^)*iVsin^jYxcoj-^J iVxsia-^ 
^ a 

<’-*»iYiiu ^+y*. * 
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II importe J’olisurvcr qu'il il'csi pûs peruiis d'oUribiier aux coastoolci iz et 6 . iljii'i 
la formule (C 3 ). des Viilcurs nulles, niais seulement des Tiilcurs très-petites. Si l’une de 
ces constantes s'évanouissait, si l'on supposait, par exemple, 6 = o , le résidu inté- 
j^ral, compris dans la formule dont il s’agit, aurait une valeur principale indclerminée , 
et la série des résidus partiels qui le cuniposent deviendrait divergente. Alors aussi les 
* conditions énoncées dans le s.' théorème ne pourraient plus être remplies; et Iciopport 
(6x) deviendrait mCui , lorsqu’on atlril^uerait au module p de la variible r une 
valeur inCuimont grande , et l'angle t , déterminé par l’équation (s4) , l’une des 

deux valeurs ^ , ou i’uuu des deux valeurs — ~ ^ . 

4 4 4 4 

3 .* TniiuBiiii. SoUmt r, s,'x trois variable* in<Upt»datU*t , et F(r) uns 
fonction donnée de r. Si, pour de* valeur* infiniment grande*, mai* eonvenabU- 
ment choiiie* , du module p de la variable r, te rapport 


(68) 


cosrjp 


re*te toujour* fini ou infiniment petit, et fini etulemerU dan* U voisinage deccrUtitus 

v<tUurt particidièreâ du (fu<Utent — , on auta 

P 


(<■• 9 ) 


p F(r)-Ff>) coMj; 
cossx = li, ' 


’•-* an'-))) ’ 


ou, ce qui revient au même, 

(70) . cossx = F(s) «£■ — î— 


cosrx 

UF(r)J) ' 


pourvu que l'on riduiee le résidu intégral compris dans le Second membre de Ciquatioa 
(6(j) ou (70) à sa valeur principale. 

Corollaire, Fn combinant l’équnlinn (69) avec la formule (28) , on eu conclut 

* • 

cosrx J* F'[r-pl(s-r)]i/l 


(-•) 




Exemples. Supposons d'abord 
( 7 *) 


(( f ('•) )) 

F(i') s= sioar, . 


» 
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( 33 o ) 

<i détignant une quantité positive. Alors , si l’on attribue au module p de la variable 
I- une valeur infiniment grande, prise dans la série 


( 75 ) 


ir 3 :r 5 ir yn 

— . — , — , —, etc... , 

aa aa aa aa 


ut h la variable x une valeur réelle renfermée entre les limites — a , a , le 
rapport (68) , réduit à la forme * I 

, coir» 

( 7 ^) 


sera toujours fini ou infiniment petit , et ne cessera d’être infiniment petit , en demeurant 
fini, que dans le cas où le quotient — différera très-peu de i . On aura donc , 

en vertu de l’équation (70) , pour des valeurs de x renfermées entre les limites 
x = — a, * = 0, , 

ri cosr« 

(70) cossx = cosas dx 77—- < 

' ' <■'■(( siuar )) 

ou . ce qui revient an même, 

(76) cossx = aassinas 



trs 


Sirir 

1 

CM 

COI — 

COS- ^ 


1 - 

« 

<1 

|n 

aa’r’ 



* 9*f* - 0 * < * 


Si l’on prenait , an contraire , 

(77) _ F(r)=cosar, 

on trouverait , entre les limites x = o , x — a, 

é 

I a\ f * cosr* 

(78) co8sz = cosas C/ r, ït" • 

i-r ((cossr)) 

ou , ce qui revient au même , 


/ WW 

_ 5 ir« 

3 »* 

1 COI "T— 

3coi— - 

5cos 


a« « 

1 

34 

( Tr*-4a’i» 

91c* -4**1* 

aSr* - 4**^* 


Supposons encore 

(80) F(r) =8inar + rcosor , 

m 

a désignaut toujours une constante positive. Alors , si l’on attribue an module p de 
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( 531 ) 

la variable r une Ttlenr infiniment grande , maia aenaiblement dialincto de celle que 
fournit l’équation * 

(8i) ainar-f-rcosar^o , 

et à la variable œ une valeur réelle renfermée entre lea limitea — a, -f-u , le 
rapport (G8) réduit à 


( 8 .) 


cosr* 


•loar+rcoKir 


aéra tou)oura fini ou infiniment petit , et ne ceaaera d’être infiniment petit , en demeu- 
rant fini , que dana le caa ofi le quotient — - dilibrera trèa-peu de ± i . On aura 

donc, en vertu de la formule (ÿo), pour dea valeura de x compriaea entre lea limitea 
* = — a , x — a, 

(85) coaax= (ainaa + acoaaa) — tt—. — î£îlf i 

' 4-r (( sinar-arcoaar )) 

OU, ce qui revient au même , 

(84) coaax= (ainaa + acoaua)S- 7 — — coar» 

(a - r) [(a+ r) coa O r - ar $10 O r] 

Dana la formule (84) , le aigne S , placé devant le terme 


(* ■ '■) [(*+’■) coaa r- a raio ar] 

indique la aomme dea valeura que prend ce terme , quand on y aubatitne aucceaaive- 
ment, au lieu do r, lea diveraea racinea de l’équation (8i). Il eat bon d’obâerver que 
celte équation peut a’écrire comme il auit 


(83) 


langer = — r, 


et qu’elle a toutea aea racinea réeDca [voyex le i.« volume, page 5oi]. 

Suppoaona enfin ^ ' 

F(r) = — acoaér»-)-»—»'’*, • 

e et é déaignant deux conataotea poaitivea. Alora^ ai l’on attribue au module p de 
la variable r une valeur infiniment grande priac dana la aérie (fia) , le rapport (68) 

rtatera infiniment petit , queliea que aoiont lea valeura du quotient ~ et de la variable * 

e 



* 
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( 35 a ) 

X. Donc, en rerln de l'ëqualion (70) , on nura, pour loninles valeurs possibles de 

« 

(86) co$tx = {e"‘ — acosbs’ + ^ 


<-r aeosir’ + f—"'" J) 


Dans celte dernière formule, comme dans l'éqnation (C 3 ) . les constantes a et 3 |ieu- 
vent être aussi petites que l’on voudra; mais il n'est pas permis de supposer que l'uiio 
d'elles s’évanouisse. 

Si l’on fait en particulier 'b = a , on tirera de la formule (8G) 


(87) 


+ S- 


cos SX 


- 3cosfl»*+e 


• — ••• 


aa’j’ \ 1-a / 


(-.)• 


gnx „ 


Cos|/V®^cosY + v/T»inyj I ’coaj A^aj^cos-^-|/“Vio-^j | 

as*-(anir-as’)y/rr <is* -f- (ann-as*)j/rT 

cosjA’a! ^sin - \/~ cos yj | cos | Nx ^sin + |/T 1 1 


as’ -+- (amr -r as‘)^~ 
ou , ce qui revient au même , 

cos SX 


«a* - (a nit + u j’) 


( 88 ) 


- aeosa»* + e~* 


\ i.a 


ns= œ 1 
« =1 


‘ I IVxsin -ÿ- -ATasin-g-) 

— as’ e +« ‘ jcos 

9 ' 


|)VlC 08 -^j 




an ’o’ — a niras’ a’s^ 

A’xsin 


as’ e 


F * T 

— e jsin 


in ^A’*cos 


a n’jt’ — . ansras’ + a’s* 


A‘*cos-g- ■ -A’xcos — I 
5 4 " * I cos 


[A’xsin j) 


aniraï*-4-a*<^ 


* (nît + .l«s’] 


A'æOOS— -A*«C 08 - 

e — e 


** jfin^.Vxsin 


an*îT* -+■ -j- «•<*• 
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( 33S ) 0 

la valeur do ff élanl toujours déterminée par l'équation (65). Lorsque , dans la for- 
mule (88) , on pose as* = an , on on conclut 


(» 9 ) 


ait ® \ 

« = 1 1 


"o‘»=“=Ti— 77-) l’ — rr) 

I . f I 

T \« 4-e /cos /Vatcot-- 

(n-i)* + i \ 8/ 

-iV^sinJ) 

/ ATtreos^ -iVtrcosin / 

_ Vg -f-C / CO®(/T®«in -r- 

(n+i)» + l _ \ $y ' 

„ + . ( 

— — — \e — « / »in (/V®»ui — i , 

(n+i)’ + i ' V 8/ 

la valeur de A élanl délcrmioée par l'équation 

(90) iV = |-^j n/# ' , . 

■« 

4.* Tnioalat. Soient r.s.x trait varUbU» indépenianUt , tt F(r) untfonc- 
tion donnée dt r. Si , pour det vaUurt infiniment grande* , mais convenablement 
choisies , du module f de la variable r, le rapport . . . . 


(9O 


F(r) 


reste toujours fini ou infiniment petit , et fini seulement dans le voisinage d, certaines 

- r 

valeurs particulières du rapport —, on aura 


I 


(a>) 


. Sltnx = 


r F(r)-F(») Sinrj 


(( F(--) )) ' • 


ou . ce ijui revient au même . 
IL* AaatE. 


44 
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( 334 ) 


(!* 5 ) 


: = F(»)<C- 


(( >’W )) 


pourvu que l'on réduite U rétidu intégral, comprit dont le tecond membre de Cèquation' 
(91) ou (95) , à ta valeur principale. 

Corollaire. En combinant l'équation (91) avec la formule (a8) , un on conclut 


(94) sinaa: = c^ 

EKomplet. Sofipoiona d'abord 


sinr » ^ F'[r+ît(j-r)]rfi 
(( F(r) )) 


F{r) = sinar , 


a déaignaat une confiante potitire. On tirera de la formule (98) , pour tuiites Ira ra- 
leura de x renierméea enlre lea limites ic == o , as = a , 


(9i) 


fin aaezE amas 




t-r ((sinar)) 


ou , ce qni rerient au même , 
(9<>) 


! . rx j»e _ . ■»«'x \ 

fin — asm 3sm— I 

ih — — — + — : — — : — etc. i 


Si l'on prenait au contraire 

F(r) = eoaar , 

<111 trouverait, enlre lea-limiles ' « = 0 , m = a , 


(07) 


; = aina J ^ — 


t-r {( cosar )) 


nii , cc qni renient au même , 


(<.») 


»ÎD#e = SatcMat 


•in 


sa 


- 4«*#* 



sa 


Qir* - 


aSïT* 



Utisl bon d'ob§er?er qu’on poomit déduire l'équAlioa (96) de U fonnule (76} «t l’é^ 
quation (98) de la formule (79), é l’nide d’une différcDciatioD et d'une inté(;ration rela- 
tive;( b la Tarioble x . 
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Suppotoni encorr 


. ( SSS ) 


F(r) = »inar + rcotar , 


On troiirera enir « iet liinilot m — , 

P I tinrx 

(iw) tiuja;= (linaa 4-«coia*) 77 —: rr . 

' ' ' i-r (( sin«r+rco»/ir ); 

ou , ce qei rerMiJil in mêrne , 

•io''» 

(,o«) MDa» = (.ina4 + *c«.<«)S ’ 

la somme que le signe S indk|uu devant êlre-élondue b toutes les valeurs de p qui 
Térifient l’équalion (8i). • 

Supposons enfin 

F(p) =«*'■’ — acosfrr’ + «“*'■' , 

a et 6 désignant deux constantes positives , qui soient l’une et P autre différentes de 
zéro. On trouvera , pour toutes les valeurs possibles de la variable x , , 

, . . . —t. r • sûii» 

(loi) sinsx=(s*' — *cos6s* + e~" )c.- i • 

' ' ' • ' i-r ((«•» -acos4r*+« *' )) 

Si l'on fait en particulier b = a , on tirera do la fonnulc (loi) 

sinj* * ^ \ 

- acosaj* + ‘ aa’s* \ *-3 / 

« 'sinjAre^eos^tV'.'iiin^)] sinj^JVx^coa ' -v'-'isinj) j 

ai*-(aair-«s*)(/;i «r* + (aait - 


« »>a|^(V»^slD J-J/T|Cos^^J sioj^/V»^sin^+(/MCOs~J j 

anir.|.a<'- Si* ana+«i*+a»*j/Ti 

U valeur do N étant déterminée par Péqnation (G5). Lorsque, dans le formule (iot)s 
on pose a s ' = a P , on en conclut 


an» (s" -«-•*) 


. I s 
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( 356 


(io3) 


" = » (-.)-iYv/r 


lintx *■* / **»’ \ 

~ 8^1* TT'/ 


JT 

.•gV'-' 




-»V' 


»in^iV»(ooi l+|/r,5in|j] WDj^iVar^cosJ-j/r, tin îjj 

i-(n-i)^/Ti i + (B-i)V^r, 

W _ 

8 V'*_._ 


* >'n[Y*(jin^-(/r,coBÿ)j '•in[‘iV»(»in|+V7,cot ')] 
n+i-V/1 ” 


n + 1 + \/Ti 


ou , ce qui revient au même , 


j[io4) 


'Bi/Î t'i/ï / \ 

— ëry-—] 


I 


"=» (-|)"AT 

+ 8 — ' 


eo» j+(n 




' ' + * ' t) 


n = , n(«"*-e-") 


»>n|-(«-,)co.| ^ W«tin| 

(n-i)» + , '* -* /coa^yVÆCOâ-j 

V < 

»•“ j+(n+i)co5^ / /V«cos^ -iVacot^j . 

(n + .)-+, '* /.in(flra.,in^J 

“’?-("+i)»i "8 ( Nxco>l- -iVxcos|] ! 

ôrrîFT^ /coS^Axtin-j , 


(«+>)’ 

la valeur de N étant déterminée par Téqualion (90)* ' 

Dant tea appiicationi que noua venon» do faire de la foriniilo (sg) , f(a:,j',... r) 

a été romplncéo par des foncliona des seules variables œ et r. Mais il serait facile 
d’assigner au* e*pressiont f(a!,j',... r) . F(r) une multitude do valeurs propres à 
remplir , du moins entre certaines limites , les conditions énoncées dans le théorème ■ 
et tellemsul cboisies que f(<E, ... r) renfermit. avec a» et r, d’autres variablei 

y ’ * • P‘“’ ®*e'»plo , on conclura sans peine du théorème dont il s’ngil que 

l'équation 

^o6) K’' + e-"')^iS7i^(e«-.,eos6** + e-'’)i_i 



r4i ' 
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( 557 ) 

dans laquelle a, b désignent deux constantes positives, mais dilTérontcs dr zéro . 
subsiste pour toutes les valeurs réelles de x comprises entre les limites r — — « . 
X = + « . et pour des valeurs quelconques de jr- 

Lorsqu'A l’aide de l’équation (at>) ou (97) on a développé Id fonction f(iE,r,...s) 
en une série composée de fonctions do même espèce, il est souvent facile de trouver une 
infinité d’autres séries semblables & la première , et que l’on puisse encore considérer 
comme des développements de la fonction f ( æ,^, ... a) . En effet, pour j- parvenir, 
il sulllra de substituer, dans la formule (C) , non plus la voleur de v(r) que déter- 
termino l’équation (s 5 ), mais celle que fournit l’équation (i6), et du prendre pour 
<i>(r) nne fonction propre h vériltor la condition 


(loC) 


(( F(--) )) 


Or cette condition sera remplie, si l’ou suppose 1.* que In fonction 'i'(r) conserve 
une valeur finie, pour toutes les valéurs finies de r, 9.° que , pour des valeurs infi- 
niment grandes, mais convenablement choisies, du module j> do la variable r, le 
produit 


(107) 


FM 


reste toujours fini o\i inCnimeut petit , quel que soit le quotient — , et fini seule- 

P 

ment dans le voisinage Je certaines valeurs particulières du même quotient. Alors on 
n’allèrcra pas l’équation (96) ou (97) , en ajoutant au second membre le terme 


(108) 


r I’MI'Kj'’ — >•) 
^ (( )) 


On peut donc éuoncrr la proposition suivante. 

# 

9.* THéoaiuB. f.rs même» chou* étant potée* que dans le théorème i.",si ta fonction 
-j>(e), conservant une valeur finie pour toute* le* valeurs finies de la Variable r , 
est telle que. pour de* valeur* infiniment grande*, mais convenablement choisies , du 
module f de eette variable, le produit (107) reste toujours fini ou infiniment petit, 

et fini uulement dan* le voUinage de rertnine* valeurs particulières du quotient — > 

0 

auru 


('09) 


f(x.^....s) 


r FM-EW 


0Ut ce ^ui revient au métne. 


(l EM U em )) 


*■ 
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(no) 


( SS8 ) 


î(x,y,...i) =?(•)£, 


I 


(( F(r) (( F(r) )) 


pourvu ^uc ftm, réduite chaque résidu insérai à sa valeur prineipale, 

Corollaire. Rien n’cœpdehe ^ lupposer que la fonclion ^ (r) , comprÎM dao> la 
formule (>oy) ou (iio), renferme avec la variable r la quantité s. Il en réaulta 
que, dana le ca» ob la formule (i lo) lubaUte, on n’altère pas cette formulé, en j retn- 
plaçant 4'(v) par le produit F(a)'|'(r), en aorte qn’on a encore . 

{. . ,) t{x.y....s) = F(.) I + K--)) • 

* 

Exemples. Coneevona d’obord que l’on réduiae f(»,j',.,.r) à I une dea fooctiona 
cosrx , ainrx* Alora, on déaigoant par a une conatante poaitive, par 6 une 
autre conatante choisie arbitrairement, et poaant de plus 

F(r) =ainar -f rcoaar , i|'(r)=b, 

on tirera de la formnle (io6) , pour toulea les valoura de x rooferméea entre les 1|- . 
iniloa * = — a , x=-a 

r ècosra; t x\ Ÿ - ^ 

^ ((aioar+rcosar)) ^ ((sinar+rcosar)) 

et par conséquent on pourra aux équations ( 85 ) et (99) substituer |es deuf suivantes 
(1.4) coasx = (amof + »cosaa) t (-7:7 + tj - ^^..o. T r)) ’ 

(,i5) sinax = (sm<is4-*C<>»«*)t^(-n7 + ‘] {[smarrrxmlrT) ' 

OU, ce (|ui revient au même, lea formules 

^ f / \ , c«r* j 

(iiC) cosaB=(ain« + SCOsos)S| + (a+r)oosar-ariiïï7 j ' 

H l ,\ " sinra ) 

■737 + 7 (a+r)oosar-«r.ioar I ' 

dans lesquelles les sommes indiquées par le signe S doivent être étendues k loatas 
les racines de l’équation (81). Si l’on posait, au contraire, 

F(r) =fe"‘ — acosar’ + ’ , 
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( ÎÎ 9 ) 

alon ; en ditignaDl p«r a,p dei conetanle* quelconqaei, et prenant pour {‘(r) une 
fonction entière det monomc* 

r, cosar, cos^r, etc...| 

on tirerait de la formnle (io6) , pour dca valeur* quelconques do x , ' 

/,,o\ ^ i|<(r)c oarj r \ r i(r)iiarx 

((^"•■-looser* + J) ' ^“9^ ^ ((«"•-»cos«r- + «— ■-)) 

et par conséquent on pourrait, sans altérer les équations (88) et (loi) .^ajouter è leurs 
seconds membres les résidus compris dans les formules (i i8) et (i 19). Si , pour flxor les 
idées , on suppose •j>(r)=r, la formule (118) donnera 


' 4 a 


i 1 

1 cos| 4 'x^cosj-n/! 7 sin-^j 

1 cos 4 ^xj 

cos--»/..s.n-) ! 


1 


,-^rr 

0 jtw ^ g—jrr ^ 

■ a 

cos 1 IVx ^sin 1 - v/ 7 cos-^ j 

1 cosjflTx 

[sin^+^-CO.^) j 


i + V^T 


i-v/n* 


le valem de H étant déterminée par l’équeUon (90). 

Prenons enfin 

f(*.y.-r) = (s-' + #-’-*)oosrjr, «t F(r) = s«<- - a cosér* + 

e , é désignant deux constantes positives. Alors , en supposant toujours que + (r) n- 
préseote une fonction «liière des monomet 

r, cosar, cosfr, etc..., 

on tirera de la formule (i 06} . pour toutes les valeurs réelle* de x comprises entre le* 
fimites — «, •^c, et pour des valeurs quelconque* de 


- a cosér* )) ° * 


(t»l) r, 

((#*'■" - a cosér 

Par conséquent 1 équation (loS) pourra être remplacée par la formule 
(••*) + e~'''')co*sj' = 

• {*•" — acosés* + e — I (— h 


((«""-acosér'+e—"”)) ’ 


En terminant cet article, noua forons remarqimr que , dans le caa où plusiew* des 

Mcinea r, , r, , r, , de l'équation ( 5 ) deviennont égales entre elles, le dévelof 
pemcDt de la fonction- 
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•» . 


X* 


C 34o ) ' ■ ‘ 

■: « - 

Jiyiill (le la formiJe (aC), («7J, (lotj), 011 (110) , renferme non-seulement les fonctions 
.lie même espèce 

f(æ.j(....r.), f(®.J'....rO. ï{x,y,...ri) . 

•V ' > ' ” 

mais encore les valeurs que pr«ybent quelijues-anes des fuuclions dérivées • 


* rff( x, y,,..f) é\- 

dr s ’ itr‘ 


etc... , ' 


(tsS) ' 

* ■ • > 

. . ^ $ 

quand on y substitue les valeurs de ' r qui représentent des racines égales de l’équation 

(ô). Telle est la raison pour laquelle les déreloppouieuls des fonctions 

cos sa;, siusa:, • 

• • •. « ‘ . ■ 
tisurnis par les équations (5o) , (5i), (55), (G6), (87), (loî), (io3), renferment non- 
seulement des fonctions de même espèce, c’usl-5-diru, des exponentielles, des cosinus, 
, ou des sinus de la forme ^ ' 1 . • 

£ s ' • • 


cosra; , 


siu r X , 


mais encore des. termes proportionnels 5 quelques-unes des painaMU-O^ères. de la va- 
riable æ.. En effet, cos puissau<^s représentent , au signe près; ce (pie deviennent qutd- 
ques-unes des dérivées de ' e", du cosrxi ou de sinrx, quand un j pose' r =0. 

*• Au reste , lorsque l’équation (5) 0 des racines égales , ot qu'eu vertu de celte égaKté, 
certains lerinès du développement de f(x,y,...s) 'prennent des formes partrculi^s, 
un peut aisément les ramener il la forme générale , un faisant entrer daus leur cuatposi- 
tiun des quantités infiniment petites. En effet, les valeurs des fonctions (laô) currespooT 
dantes ù une vaUur donnée r, de la variable r peuvent être remplacées par les 
polvnonies _ • 

I I ’ • ' . * 

. '•, + «) ^;f •”’■•) ' s ' ■ ' 

; -~f(a:.y,'..»’, ,+ »«) — *7T — + + . 

etc... , 

dans lesquels ■ désigne un nombre infiniment petit , ot chacun des termes contenus 
dan.- ces polynuiuea est simplement proporliunuel h une uerlaiac valeur de la funution 

- . f(x,y,...r) . 

Uaus d’autres articles, nous ferons voir cnniment , 5 l’aide des principes ci-dessus 
oublis, ou |ieut développer use ibnetion quelconque en séries d’cxpuiienliclles , de 
sinus, de cosinus, etc.... ' 


Digitized by Google 


Il 


♦ » 


SUR LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 


EXPRIMÉES PAU DES INTÉGRALES DÉFINIES; 


« r ^ 

•4 « 


Le rélWu inlég^al d'uue foQClion f[r) de la Tariablc f peut être facilement ^ 
déicriuiné , daoa un grand nombre de cm, à Paide du théorème é de la pagç 174 1 c’est' 
ji-dire à l’aide de l’équation ‘ • . * 


(») 


*• ^ 




dans laquelle? / détigne la valeur du produit , ' - 


(») 


l'- ./{')- A-r) , 




•/ t ' 


, • '♦ 
% 


coiTMpoii^aoU ^ valeurs inümea réelle ou ioaagiaalres de cdtle variable. De plus, « 
comme l’expi^ssion '(a) n’cst pas altérée, quand on y remplace r par -^r, les ^ 
valeurs infinies dont il est ici question , pourront être choisies de telle manière que' leurs 
parties réelles soient positives. Donc, si l’on suppose ^ . 

*■ ' « .V 


( 3 ) 


r = p(ooST-^ ^iSint) , si ' 


• . ■ ‘ . ... • # 

P déaiennnt le module de r.v et. r .un aco réel , il suffira , pour trouver d'at- 

tribuer au module f> des valeurs infinies , et à l’arc-* t des valeurs comprises entre 
les limiie.s ——.J sjl — * , 

I » . ■ - * 

CoBoevons maintenant que ^ ^(r) renferme, avec la variable* r, d’aiitrCs variables ^ 
^indépendantes, x, r. ••• . se présente sous la forme • • 


I ' 


.( 4 ) 

ou 

( 5 )' 


Ar)-. 


ç(r)f(*,r) 


. F(r) ■ 

r* ■ ^ “ 

-V.. ?('-)f(«,J'..---r)* 

„ F(r • 


■* 


11.* aasée. 


4û 
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», ( 54 ' ) 

f{r), f(x,r), {{x,y,„,r) désignant de« fonctions qui restent finies pour toutes lès 
Ts leurs finies de r. g se ohsagera en une certaine fonction /(«]. ou * 

des Tsriables et l’équation (i) donnera 'r 


(6) 

ou 

'(7) 


■ ^ ^ ((FM)) 


r ♦ 


Or, parmi les applieatioM que l’on peut faire des demt formules qui précèdent , on doit 
principalement remarquer celles que nous allons obtenir, en remplaçant les fonctions 
f(x,r] , f(iB,j,...r) par des int^dles définies. '' 

. •* t ' 

Supposons d’abord que l’on attribue à la rariable a une valeur réelle qui surpasse 
une quantité désignée par e. , en sorte qn’on ait 


(»)• , , 

*et prenons d’ailleurs 


* 

a > a.: 


•V ' 




(9)- 




f{li) désignant une fonction qui reste finie entre tes limites de l'intégration. On tirera 
de la formule (4) . 

(,,) ^ » ■ »■ = 

et par suite l’expression (s) deviendra ' • ^ -'a 

Concevons k présent que, pour des valeurs infinies de ‘r dont la partie réelle -soie 
positive , le produit ^ - 

' *' ... 
se réduise è léro , et le rapport .. ' ' ' 

f.st • ‘ • lt± ■ 

^ F(-ri * V 
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k la coMiante e. Il eat oUir que ce» mêmes valeur» rédoitonl la diffêreDoe (il) »u . 
produit 


- (> 4 ) 




Effectivement , pour démontrer cette assertion , il suffit d’observer que , si, dans l’inlér 
grole *' 


(i5) 




on subalituelavaleur de r tirée de l’équation (3) , en attribuant au module p ujie^ 

valeur irès-considérable , puis b i’arc t une valeur comprise entre le» limite» — - . 

-t- — , et faisant do plus 
a . 

(i6) a — (. = ir, 

on trouvera sensiblement 

/ ' ^ /vp(a>aj -»(co»T + |/-i sinv) . 

“%*^(^-'‘V(,)d, = (co»v + |/: 7 »inv)A»)/„ « 

,»e ^ 

* />« -f fcoST+t^isinv) . 

• =(oo»v + V^»inv)A*)J„ ' ^ 

• - 

OU , ce qui revient au même » 

(17) V ^ r = V 

% * 

Cela posé , on aura ^ • 

(18) 

et la formule (6) donnera 




(>9) 


. r "• . = — — ef(x). 

Pw)T I 


Ajoutons qu’en vertu du théorème 5 de la page ,74 . r4q-‘io“ 

sbler. si . pour de. valeurs i«6nim«.t grandes . maU convenablement c^ie. . du mo- 
dule P de la variable r. et pour de. voleur, posilives de coav. 1 eiprossiou ( 1 .) 

cl la différence 
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(»o) 


F(-r) 


e. 


re^Unt loujoura finie» ou infinimenl petites, mai* finies seulement dans le voisinage de 
certaines valeurs particulières du quotient — . Remarquons enfin que, si l’on désigne 

e 

par , II, deux quantités comprises entre les limites x, , x , on pourra disposer 
de ces quantités de manière à vérifier les équations 

r * « ^«o»[ P (*—(*)•* t] /'((*) ‘*(* = ^(«.) /'"•*’ ^coe [f (• — fl) ain v] 

•i' X. •/ ». 

. p(4P-«o)c08T _ . . , _ 

_ 8*^ C0i[p(«-;r*)iinT-T]-C08T 

— - fl»») * 


SI « ^ [ I* (® “• f*) •'“ »] Af>) << 1 * = /( 5.) S^ e ** ^* **^ *'°*’^ »in [p (* — p) »ia v) rft» 


p(s*«o)009t . - , X . 


-nu) . 


et par conséquent de manière k vérifier la formule 

v' ». ^ 

o(»-«o)COSt -, . . , fl(«-dîo)CO»T . - , . . , . 

€' ' ' cos[p(x.ir„)finT-Tl-co8T^^^-^ , - >— * iin[p(x-*.)»'OT-T]+MnT ^ 

— r 1 \U) + ' • • -fit.) ; 

d’où il est aûé de conclure que, pour des valeurs positive» de cosr, l’expression (la) 
sera finie ou inCoiment petite , lorsque le produit 


(aa) 


F(r) ‘ 


sera lui;^mênie fini ou infiniment petit. On peut donc énoncer la proposition suivante. 

> 

I.** TnéoaÊna. Soient rCv) et ^(p) des foneliont de r et de , ^uidemett- 
rent finie», (a première pour toute* te* valeur* finie» de r . et ta eeeonde pour le* vo- 
leur» de (I cotnpriee» entre le» limiseï 


/ 
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(* = -«>*. 


-, H . *> 

. y . 


.> > 


Soient de plut e une contlanU dèUmiinie , F(r) une fonction quelconque de la 
variable r , et f le module de celte variable , en sorte qu’on ait 

r = () (coi T -J- j/'ri sin t) . _ 

Si, pour det vaUurt de f infiniment grandes, mais convenablement choisi^, et 
pour des valeurs positives de cosr , les expressions 


• •« 


’ 


ifto) 


?(->•) 
■ F(-r) 


— e , 


(»») 


?(r) >•(*•*.) 

F(r) * 


resunt toujours finies ou infiniment petites, a finies seulement dans le voisinage de 
certaines valeurs particulières de coit , on*aura 


(•9) 


»W n e'f^-i‘>fMdii 

^ *9 


a 

> . 


«/■(*) . 


(( )) 

pourvu que Con réduite le résidu intégral 

■ • . 

K- ♦ ^ • ... 

^ PôT» 

à sa valeur principale. 

Nota. Si l’on tuppovait prëci«5nienl a> = aj, , le premier membre de la formule 
(ig) l’éTanouirail, et par conséquent, celte formule deviendrait inexacte. Ajoutons que, 
si les conditions énoncées dans le i." théorème sont remplies seulement pour des valeurs 
de X renfermées entre certaines limites, la formule (ig) ne devra pas être étendue 
hors de ces limites. 

Exemples. Soient 

F(r) et t(r)=i, 

* V -, 

a désignant une quantité positive. Le rapport > 

F(-r) 

se réduira généralement à la quantité 


I - •" 


— • pour les valeurs infinies de r dont la 
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e = — 1 , lu‘expte*iiont 
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partie réelle aéra poaitire; et , ai l'on poae en conaéqnence 
(ao) et (aa) deriendront reapeetirement 


(a 5 ) 


(* 4 ) 




Or, il eat liidle de reconnaître que, ai l’on atlribne au module p de la variable r 
une valeur infiniment grande priae dana la aérie 


(aS) 


5vr 

a 


VIT 

— • t etc,,, , 


et à coar une valeur poaitive . «a auppoaant d'ailleura la variable x renfermée entre 
lea limitée x. , «,-f-a , cbacune dea expreaaiona (aS), (x4) aéra toojoura finie ou 
infiniment petite, et finie aeulement dapa le voiainage dea valeuri de r déterminéea 
par la formule coaT = o. Donc, en vertu de l'équation (19) , on aura , pour toutea 
lea valenra de » compriaea entre lea limitea x. , x, + a , 


(a 6 ) 


„ ‘'l* 

l- 'rr:,r -7r . — 


ou , ce qui revient au même , 
(«-) 




-f /'(*) = 


ÿ J* + y J* coa /•(,.) d(. 4- -i J' coa — 

pute , en faiaant , pour plna de commodité , 


(*-(*) 


4-.VÎ 


on trouvera 
(a8) 


• coa».^|x — J a coaa»./’|x — rf, ^-dc... 
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Si , d«Bi ré<|iulion (« 7 ) , on pote 


( 347 ) 

X, = O , « = •« , 


en tur* simplemeni 


(» 9 ) 

cot9>.^(«-«] etc... i 

poil, en prenant f{») = 1 . on obtiendra Téquation connue ' 


( 5 o) — = — + iina4- — iint« + -^bin5»-t-elc.... 

' ' » a » 3 

Si l’on posait, au contraire, 

^ f{x) = cotx , ou f{x) = tins , 

on trouTerait tuccetaiTement 


(»«) 


— coa » = — OMX + tinx 4* *in * <» + ~^ ***> 3 io + ^ tin 4 X -f etc. . . , 

9 a 4 ^*4 


I — tinx= — iinx + — + 4 -cotx-— ^ cotsx-— i-coa5x--~coa4x — ... 
a a a 4 «-3 a .4 3.5 


Le* (brmolet (ag) , (5o) et (3i), dont la seconde entraîne les deux dernières, exigent 
qoe la rariabte x reste comprise pnlre les limites o et a«. Biles deriendraient 
inexactes , si l'on supposait précisément x = o . 

Soient encore 

F(r) = s*<- — r, t(r).=.r, 

a désignant âne quantité poaitire. Si l'on attribue h la rariable r des valeurs inSnics 
qui offrent une partie réelle positive , et restent sensiblement distinctes des racines de 
l’équation 

(5a) s*' = r, 


puis k la variable x une valeur réelle comprise entre les limites x, , x. 4 <i : le 

rapport 

?(-’•) „ ■ 

P(-r) 
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»e réduira géaéraianeot i ia conttoote 
(*a) , (avoir. 


V 348 ) 

® = — > » taadit que le( eapreaaioiu (ao) ei 


(33) 


s \ ï' 




(34) 




,0'.r 


(eront toujoura iiniea ou inrioiment pelites, et finies senlcment dans le voisinage «les 
vaieurs de t qui correspondront aux racines de l’équnlion (3a). Donc , en vcrlii de 
1 équation (19) , on aura, pour toutes les valeurs de x renfcroiées entre les limites 
c=aTa, 2 := ^ a , 


(34) V _ 

au , ce qui revient ao même, 
(36) 


(( s"-r)) =—/■(*). 


le signe S devant é(re étendu 4 toutes les racines de l’équation (Sa). 

Si l’on prenait 

F(r)=.*r_r, - ,{r)=t4-r, 

b désignant une nouvelle constante, les conditions énoncées dans le théorème 1." seraient 
toujours remplies, et l’on tirerait de la formule (19). pour toutes les valeurs de x 
renfermées entre les limites x, , x + a . . • . • . ■ • 


r 


(4+r) 

V r. 


|l suit de l’équation (37] que l’exprosiion 




\tT. 



^ ((*'•"-;)) “ 

indépendante de ia r,onstante 6 ; ce qui lient b ce qu’on a séaérjU meni 

\ X, 

((r--r)) 
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Soient enfin 


( 349 ) 


F(r) = *■"■ — *4r 4- ^(r) = e~". 


^ , <» détiptianl desx coMlante» potitivet. Alore le ihéoréme i." donnera, pour toulei^ 
le* ralciirs de x compritet entre le* limite* * = *, ,* = x. + *®< 


(4o) 




r *' ». L 


Au contraire , ai , en auppotant 

■ F(r) = *" — air+#-* 


on prenait 

t. 


= — air, 


ou plui gindralement ^ . ■ . • ^ 

ç(r)=*-«’-4-«Hppr, . • • . 

a , ^ ddaignant deux nourelle* coaaUntea; l'équation (19) , réduite k l'une des forme* 


( 4 >) 


( 4 ») 


r 


{»—'•- air) J'” df* 
(( *"--*4r+«— ■'i) 

[«-•'■+ d|* 

({ «"■-a4r+»— " )) 






ne subaUtoreit plu* que pour de* valeur* de x renfermée* entre le» limite* x — x,., 

x = x. 4*d' ^ ' 

Concevon* maintenant que l’on attribua k la variable m une valeur particulière 
qui aoit inCirieuie b une certaine quantité X, en aorte qu on ait _ 


Q 


( 43 ). 


x<a:. 


Alor» , par de* raiaonnement* temblablei k ceux dont non* avon* fait naagc 
montrer le théorème 1.", on établira aan* difficulté la propoaition aoivante.^ ' ^ r vj. 




.■Tuéoakaa. Soieiu r(r). r* f(f«) tUê fitnetioni de r a de ^ IF, 


II.* Axaix. 


' ... 
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meurent finiee , £> première pour toutet te* valeur* finie* de r , et ta eeeonde peur te* 
valeur* de f> com^neet entre le* limite* 

r—tf (*■=■*>», . 

■Soit de plu* C une constante déterminée , F(r) une fonction quelconque de la 
variable r, et f le module de eette variable , en sorte qu’on ait 

r = P (co» T -4- •4 b t) • 

Si , pour de* valeur* de p infiniment grande* , mais convenablement ekoieit* , et ^ 
pour dq* valeur* poêitive* de omt , le* eacpreetiom* 


( 44 ) 


?(>•) 

F(r) 


— C. 


( 45 ) 


,(-r) r(X-.) 

* C 


F(-r) 


rettent to^four* finie* eu infiniment pelilets et finie* teulement dan* U voitinage de 
certaine* valeur* partieulUre* de mer, en aura 


( 46 ) 




(( F(r) )) 

« 

pourvu que l’on réduite l* rétidu intégral 

■•X 


■Cf{œ), 


f{r) J'^ *'■(*- dp 


(( P(^) )) 

<i *a valeur principale. 

Si l’oD toppoMÎt précisément x = X , le premier membre de la formule (45) >r 
réduirait b séro , et par conséijueiit celle formule derlendrait ineiacte. A)outoaa que , 
si les conditions énoneées dans le a.* tbéoréme sent remplies seoiement pour des rslenrs 
de X renfermées entre cettaioes limitas, Is fbnanio (46) ixs devra pes-étre étendiur 
fanra de ces limites. 


Exemple*. Si l’on prend 


F(r) = *.-. 


»('■) = >. 


a désignant une quantité positive , alors , eu attribuant à r da très-grandea valeur» 
dont Is partie réelle toit posUive , ou trouvera scnaibletnent 

♦ 
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2kl- ^ , 

r(r) “ «"-i 

Par fuile oa pourra prendre C = i , et l’on tirera du théorème i , pour toutes le» 
valeurs de x comprises entre les limites ®= X <s ■ X , 


(47) 


,tr r*,-C»-fO/'(p) (<fi 


((«"-•)) 


ou , ce qui rerieni eu même , 
* 

(48) 


■/■(») = 




puis , en faisant , pour plus de commèdilé , 

^ ait(p-Æ) 


on trontei» 


_ sv(^-x) . ax(^-x) 

y * cos,./’|a+^|i<. + y " 00SS..f|ie+— |d» + 


(49) 


etc.... 


+ 

Soit encore 

F(r)=««>-— I-, ' , / , 

a dêsigunt Mae constante powtire. Alors, si, l’en prmid ^ 

on tirera de la formule (46) , pour toutes les râleurs de * renfermées entre les li- 
mites x-=xX — a, x — X, 


*1 
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(So) . 

Soit eafio 
Alor* on prenant 


((*"->■)) 7 • 

F(r) =«•’■ — »ir 
ï ('•)=«*'■> 


on trouvera , pour toutes tea ralenrs de x renfiannéea entre lea limitea x = X sa 

* = A, ' ^ 

(â>) <£, 

Si l’un prend au contraire 

fW — »*r,. 

OU plus généralement 

r(r) = ,*- + . + 8r, 


f(r) déngnant une fonction|entière de r, on obtiendra , au lieu de i'é^uation ($i), les 


deux formnles 




•■•■•rvsa y, ic» 

(5a) 

1 

l 

(*•"- /■((.) df. 




({ e*''-iir + e-«'- )) 


(53) 

l- 



t • 


U»".sir + e--)) 

= 7 A®). 



dont chacune ne subsistera plus que pour des valeurs de x renfermées entre les limites 

x = X — O,. x = X. 

On peut encore déduire des tbéorémps i et a une propontion qui mérite d'élre re- 
marquée, et que nous allons faire connaître. 

3.* Tnioaftua. Soient F(r) et f[x) deux fonetioiit de r et de x yui de- 
meurent finûê . la premUre pour toute* le* valeur* finie* du modale p delà variable 
r, la eeconde pour toutes le* valeur* ritlle* de x renfermée* entre le* limites 


((r"-aér+«— -■)) ~ 7 * 
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**aA>SB,. C'oneevont en outre que la fonction F(r) puitee être 
partagée en deux autre* f{r), x(') • 9“*' finie* cUe*-méttu* av*c Ip 

variable r, de telle *orte que, pour de* valeur* de r in finunent grande* , mat* 
dont le* module* toient convenablement eltoi*i*, et dont le* partie* réelle* eoient poeittvee, 
ehaeun de* rapport* ^ 


(54) 


tC-O 

r(-r) ' 


(55) 


x(0 

F(r) 


re*le Unyour* fini ou infiniment petit, et fini *ealement dan* le voilinage de cer- 
tain** valeur* partieulièrt* du quotient y . Enfin tuppoton* ekaeune de* quantité* 

X., X, ou plutôt la différence A — ». ekoUU de manière que le* condition* ei- 
d***ut énonoée* ne e***ent pa* tTétre remplie*, quand aux rapport* (54) et (Si) on 
*ub*titue le* produit* de et* rapport* par l'exponentielle 

\ • 

* rCX-iJ 


e'e*t-à-dire , le* deux expreuion* 


(56) 


y(.r) rÇA->.) 

F(-r) 


(57) ' 


r(0 


Alor* on trouvera , pour toute* le* valeur* de x eompriea entre le* limite* x, , A , 


(58) 

OU , ce qui revient <iu même , 


pvyi) ’ 


(59) 


f(x) = ~l 


%f *» 


(( F(r) )) 


pourvu que l'on réduUe te réeidu intégral renfermé dan* C équation (58) ou (5y) à ta 
valeur prineipate. 

Démonetration. Si les conditioiM énoDcéof dans ks 3.* Ibéordme se trouvent remplies, 
»t que l’on attribue 5 la rariablo r des valeurs iofioiiNenl gtandea , mais dont les- 


Digitized by Google 


( 554 ) 

1 nodule» toisiu conreMbleineDt ehotiû, et doot le* partie* réelle* foient poMiira», ooo- 
'eiilement le* expreuion* (56) , (67) , et , à plu* forte raitoD , le* deux produit* r^‘*jêr:n 


(60) 


r(-r) r(X.x) 
F(-r) * * 


(60 


x(0 


fcronl loujourt fiai* ou iofioimeot petit* , et fini* teulement daiw le voiaioage de cer- 
laines valeur* particulière* du quotient, — ; mai* on pourra encore en dire autant des 
difftrence* 


(6à) 


t(0 

W) 


I. 


(65) 


x (-0 

• F(-r) 


•»-- 


puisqu'on vertu de l’équation identique . 

(64) f(0 + x(0 = f(0. ' ■ ■ 

. - • 

ce* différence* »ont équivalente* . au signe pré*, la première k la fnction (55) , la seconde 
à la fraction (54). Par aoite. ie théorème 1.** fournira l’équation 


(65) 


x(0 


l -vrs,-. = . 


((^( 0 )) 


laitdis qijtt le théoféme s donnera 


(66) . 








De plus, comme la formule (64) permet de remplacer; dan* le» équation* (66) et (66) . 
x(0 par F(r) — y(r), ou plut aimplement par — f(r), et ?(r) par F(r)—xM, 
ou plus simplement par — x(>’)» on trouvera encore 


(67) 

et 

(M) 


S 


r(r) 

(Tf(T)) 

x(r) 

ïïWil? 
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Si'niainteoanl oo combine enlre elles , par Toie d’aildilion , i.* les formules ( 66 ) el ( 67 ) t. 
s.*^Ih formules (65) et ( 68 ), on obtiendra précisément les équations (58) et (Sq). 

fioui. 11 est bon d'obserrer qu'en égalant k léro les rapports (54) et (55) , on obtiendra 
les deiia formules 




■ = o , 




desquelles on tirera , ou , ce qui reaiont au même, 

f(-r) O 


( 69 ) 

el 

(7«>) 


m-r) 

Xl-r) 


= 0 , 


?{r) . . 

X(r) O 


De même , en égalant k léro les rapports (56) et ( 67 ) , on obtiendra 1rs équation* 




• T(-r) 

que Ton pourra présenter sous les formes 


r(X-e.) 


I + 


t(’') 


= 0, 


X(-r) -r(X-jr.) ^ 1 ^,(r) 

f{-r) ‘ > W 


y(r) -r(.V-JT.) | 

• . = 0 - 


et dasquellof on tirera J en attribuant h r des râleurs dont les parties réelles restent 
poaitires. 




ou , ce qui rerieiit au même , 


(t«) 

»(-»•) , 

et 



?(0 - 
X{r) 
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.Cda |i<wé. pour satwfaire aux conditiona énoncdea ilaoa le 3.* ihéoréme, il faudra évi- 
dtnimeDt dëconipoaer f(r) eu deux foactiona telles que le rapport de la première è 
In seconde, savoir. 


devienne géiHiralement, pour des valeurs infînies de la variable r, infiniment grand 
ou infiniment petit , suivant que la partie réelle de oette variable sera positive ou néga- 
tive , et choisir ensuite la différence X — , de manière que l'expression 


(- 4 ) 


zW 




c’esl-è-dire , le rapport ( 75 ) multiplié par rexpononiielle e **' jouisse encore de 
la même propriété. 

Extmptei. Soit d’abord 

F(r) = .-_., . 

» désignant une constante positive. Si l’on prend , dans ce cas , 
vW = s*% — ». 



le r'jpport 


ïM 




zW 


deviendra , pour des valeurs infinies de la variable r , infiniment grand , ou infiniment 
petit , suivant que la partie réelle de r sera positive ou négative ; et , pour que le 
produit ' ■ • , 

y(r) -r(X-*.) r>-,ï+x.) 

zW * * - 


jouisse oncoro de la même propriété , il sers évidemment nécessaire que la différence 
.V — *. reste inférieure h la consUnte a, c’est-è-clîre , que la quantité X, su- 
périeure è a;., leste inférieure è la limite œ. -f-o. D’ailleurs il est facile de s’as- 

surer que . si l’on prend F(r) = e--_i. ^(r) — ;j(r)=— 1, X > x. et 
■< a;* -4- U , les conditions énoncées dans le S.* théorème seront toutes remplies. Alors 
en effet les expressions (54) , (55) , (56) , ( 67 ) s’évanouiront pouF des valeurs infinies 
de la variable r , tant que la partie réelle de cette variable, étant positive, ne do. 
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TÏendrA pt* •enfiblement ^gale b téro; et, quand celle partie réelle difliüx’ra lrè«-pcu de 
zéro , il (iillira , pour que Kt niâmca expression! conserTcnl des valeurs tinies , d'attribuer 
au oindide de r des valeurs inliniiiionl grandes prises dans la série (a5). Donc , qn 
vertu du 5.* théorème el des furmules ($8) , (ôg) , on aura , entre les limites x =a> x. , 
* = .ï < X. + a , 

(7i) r(-)=l [•(.■.-.)) ' • ■ 


ou , ce qui revient au mémo , 


(;6) *• ' 


(( * )) 


I 


Si l’on développe les seconds membres de cet dernières formules , on obtiendra la suivante 


(7"X. . , ■ . • ^(®) = 


+ T /-f + 7 /x/®* + ... i 


puis , en posant x, = o, Xz=a= ai:, on retrouvera une équation que M. Foiirier 

a donnée dans son premier Mémoire sur la théorie de la chaleur, Savoie, 

•* • 

{:«) ‘ = 

/;• oos3 (dî-*|ic) ^ 

Soit encore 

' ' F(r) = 


Alors, en prenant ^ (r) =e*', x(c) = i , ou tirera des formules (58) et (Sg) , pour 
les valeurs de x comprises entre les limites x = x. , x = X a , 


(79) 




%/ S* J 


((.-+!)) 


l- 


((*"+' )) 


ou, ce qui revient au^^ne, 
IL* ARNbl. 


4Î 
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m: 


X 

COft— 1 ^ 


fM dii f(i,) df-. ■»• J'^OO* ' ^f(f.)<<t«-t.... I J 


pnit, en poMDt is, = o, X’=a = n, ou bien x, = o, X~ar=tit, un ob- 
licndra ie« doux équalioiu 

(Si) ' jn^)= 

(8*) • «A®) = 

P"^eo*-^f{a) dp+ r*»»» + r ” eoa /*(;.) + eic.... 

b' O « vO 9 wO S 

De même , li l’on auppoMÎt 

F(r) = 

• \ 
a. déaigoant une constante réelle , alon , en prenant f(r) = e*’', xC**) =*"‘> ontrou- 
rcrait, pour les râleurs de' ce comprises entre les limitea ce = x. ,ce = jt<ai, -4*0> 


(85) 






ou , ce qui rerient au même , 

(84) - 

» 

»a(»-fi) 


4- f f (fi) dfL+ r'*«*f'"'‘^cos-^^^^^— /"(fl) dji + «*«•••• 

*/ X* a v • 


Cette dernière formule continue de subsister' dans le cas où l’on remphioe la constante 
réelle par une constante imaginaire > + P v”i7> “ • P ^^ignant deux quantités 

réelles, (1 se diiise alors en deux équations, saroir, 
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(85) ^f{x) = ^f\*('-i^^cotP(x — i>).f(ii)dfi + 

•.*x, a X, • 

«t 

(86) ®“'î‘ + 

r e*''“'^»iiiP(*-(*).cos-^-~^ /■((«) rfu+... 

•/ X, • ^ 4 ® 

Soit iMioteMDt 

r(r) = #--— I. 


Alon, ti l’oa pread f(r)=e", x{')~ — le rapport 

T(r) 

X(r) > 

d«ri«ndra, pour des rvleiirf inBoies de la rariable r, inGnimeat grand ou inGniinent 
petit, suirant que la partie réelle de r sera positire ou négative; et, |>our <(uc le 
produit 

e(r) -r(x-rj I r(«-JC+xJ 

— — e • 

X(r) r 

jouisse encore de la même proprété , il sera nécessaire que la quantité X , supé- 
rmureà te., reste inférieure à x. + a. D’ailleurs il est aisé d’assurer que , si l’on 
suppose T(r)=6*', x(r)= — r, ^ — x. >o et <a, toutes les conditions 
énoncées dans le 5.* théorème seront remplies. Donc, en vertu des formules (58) et (5q), 
on aura , pour les valeurs de x renfennees entre les limites x “ , * = X a , 

(«7) ^ /(x) = «t. ((s"-r)) "" ((«*'-r)) ’ 

ou , ce qui revient au même , 
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• ( 3Cd ) 


( 88 ) 


nx) A s ^ 



le Mgnc S awant «ire «tendu h toutes les racines do rdquation (3a). 
Supposons encore 

*■{'■) = «*''-îir+r-^, 

«* et b désignant doux constantes positires. Alora, en prenant 

— br. 




Z{e) = f-*'- — 4r, 


on tirera de la formule (58) , pour des valéurs de a; comprises entre les limites x = x ' 
* = A<a;. + «. 

X 


n=‘)=l 




(( <*'■- air+s— 


et de la formule (Sg) 

(90) 

Si, dans la même hypothèse, on prenait 




({ «"■-lèr+s-»'- )) 


r(r) —€-'■+ u + Sr , ;f (r) = ,-r _ , _ (P ^ J ^ 

• P désignant deux constanse. arbitraires, la formule ( 58 ) donnerait 

(s--t-,^pr)y’;ycx-/.Y(^)rf^ 


(9>) 


/•(•O) = r*' 


(( e‘'-3ir+c-" )) 

la valeur do * <l«»ant toujoum être renfermée «tre le. limite» *=*..»=.¥ >^4.* 

ajomJr'"!!f iTaÏLYI "”“r - 

quanlili^oafiive par ™ ' P”'' « une 

fonctions entière^ 5e r ' 1’, *^7 • e‘ P«r f(r),f,(r) des 

p isc. entre les limite, “ (58) , pouf des voleur, de » corn- 
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(9«) 






((.-f(r) + f,(r))) 

et , pour dei rsleur* de « oompritei entre lc« limite* x~x, , x=zX < 


(95) 


(94) 


(95) 


(9<*) 


nx)=^l 

nx)=l 

f(x)=l 
f{x) = l 


((«-'•f(r)+.-'-f,W)) ■ * 

«"■f(r) r i/(i 

((.*'f(r).«*t*-'-Jr(4-r))) ' 

I 

%/ JTo 

{( (^+r)(B+r)«"--(^-r)(a-r)«-*'- 

(( («*'^+<-*''}cojir-a )) ’ 




(97) 

etc.. 




(«•'’co»4r + i) ^ e'(^~'^f{ft)dfi 
(( («"■+«“"■) co»4r+ a )) 


Ce* direrses rormnles >ont fort utile* dan* la aolutiou des problèmes de physique ma- 
thématique, surtout quand elles sont combinées arec celles qui se déduisent de la* pro- 
position suirante. 


4 .* Tnéonêus. 5ot( r(aiir) et /'(;<) deux fond iom de x,t:etp, qui demeurent 
finie», ta première pour toutes le» valeur» de æ et de r , la seconde pour toutes 
les valeurs de gi comprises entre U» limites u = <r, , gi=,¥>z,. Soient de plu» 
F(r) une fonction quelconque de la variaile~ r~ el f le module de celle variable. 
Si, pour des valeurs infiniment grandes , mais convenablement choisie», du module 
P , chacun des produits ^ , 


m. . 


t(*.»J 

FC*-) 


• rx, 

e f , 


. (99) 


?(*.»•) 

■ F, ■> ' ' • , •• • 

' - Fi»-) 

^ • 
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:( «s ) 

rcMe Umjours fini au infiniment petit . et fini tetUemeni daat U vottinagt de eerlaitut 
vafeurt parlirudéra du quotient ~ , on aura 


(*«•) £, 

pourvu que Con riduûe U ritidm intigrat 


rên) ^ 


=so. 


à ta valtur prineipaie 

Dimonttratum. L* v»lenr générale de r poonint être exprimée , ê l’aide dn mo- 
dule P et d’un aro réel t , par une éqnation de la forme 

r = f (coït 4- ilnr) , 

on trouvera, par un calcul aemUablo k celui dont nous noua aommet aervii pour établir 
la formule (ai) , 

-, 


(lOl) 


^ dp =f\ - f 


* ^**“*^»<o(v+pg.»tnT)-a~-°'*^°*‘*^iin(T-l-p.T lin t) 


■Aî.) 




ï. . «. délignant deux quantitéi compriiei entre lei limilea x. . X -, puii l’on en con- 
clora 


(lOl) 






-p^*-"*[coi(T+^.iinT)+|/r,ain(T+j>».ilnr)][/'{Ç.)ooj(T+^*,iinT)-t/-,/-(Ç,)iia(T+p*„5iDT)] 

•^^:^^-'*[eoi(i+pXsinT)+i/-,iin(rff;!fiiDT)][/X{,)coa(T+p,ïiinT)l^r,/-({,)jin(T+.DAiinT)] 
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Cola poaé , il eti oUir que , ai lot cooditioiw éDoncéet daoa le IhéorAoie 4 rempliea, 
le produit 

■•X 


(. 05 ) 







realera toujuura fini ou infiDiment potit pour de tr^grandea raleura du module f 
la variable r , M fini aeulement daoa le roiaiiMgo de certainea raleura parttculièm 

quotient — . Par auite , le théorème a de la page i58 eolraUiera la formule (loo). 

P 

Jfota, Si lea conditiona énonoéea dana le théorème 4 ae trooreni rempliea aenlement 
pour lea raleura de « compriaea entre certainea limitaa. par exemple, entre lea limitaa 
æ = æ, . X = Jl , la formule (loo) ne devra j»aa être étendue hora de cea Iknitea. 

Exemple*. Soient d'abord 


F(r) = (i — r) , 


et 


?(*.»•) : 




a déaigaant nne qBaotité poaitire . b une conatanle quelconque, et f(r) une fonc- 
tion entière de r. Alora , ai l'on auppoae la variable x renfermée entre lea limitée 
X,, X , et AT — X, < U , lea etpreaaiona 


, ar 

¥(«>>•) « « f(r) 

FCr) ,(*-0 


f(jr,r) -tX 


* l{r).e -'f(é.r) 

• r -r(x+.l-.B.) 

« « 

«*'f(r)-a‘^* 'V(i-r) 


rempliront évidemment lea conditions énoncéea dana le théorème 4. Donc , en vertu de 
ce théorème , on aura , entre lea limites x=xxt, x = A'<x, 


(io4) 


(( )f(*-r))) 


Si l’on combine cette dernière équation avec la formule (g4) par vola d’addition on de 
soustraction , l’on obtiendra lea deux suivantes : 


. Digitized by Google 


t- 



( 364 ) 


(io 5 ) f[x) 


‘•'■[O”'— 


-'•(X- 




(106) A‘=) = <î^ 

Si. pour fixer les idées , on prend 

3 = 0. f(r) = i, 
lei équations (io£) et (io6) donneront 




(107) f(x) 
et 


(lofi) f(x) 
ou , ce (^ui revient au même, 


~ {(«•'•-«-- )) 

~ (( a-..-' • )) 


("> 9 ) A*) = -|/^ fWdp 


et 


(110) 

— ( 8 in ^ 

a 1 

,1 

x« a 

puis, en posant 

oc, = 0 , = a 

1 }l = 0 » 

(tii) 

/•(o:) = ^ 8 

« aas-oi 
1 as«D I 

(II*) . 

/■(«) = — 8 , 
e aB>o»l 


/■{*) = 

fCrtrfp + sin^liîlflL ilÇüIfi 

31 «/ X» a 
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daoi UaquellM le signe S s'étend 5 toulcs les Tslenrs entières, positiTei, nulles uu 
négatifes de n. Ces dernières formules , qui subsistent pour les valeurs de x ren- 
fermées entre les limites x => o , x — a , peuvent être employées arec arantage , la 
première dans la théorie des instruments à vent et dans celle de la propagation des ondes 
6 la siirfoce d’un fluide que renfermentiè 6n canal terminé par deux plans perpendicu- 
laires è sou axe , la seconde dans la théorie des cordes vibrantes. Si , dans les mêmes 
formules , on remplace la constante a par l’unité , on obtiendra denx équations qui 
pourront s’écrire comme il suit : 

(ii 3 ) /•(*) = y’y(p)rfp 4 -a%"|cosnr^» /: 

(n4) /■(x) = l S jsinnr* C sian)r{<./'(p) , 


et dont la seconde a été donnée par Lagrange dans le tome III des anciens Mémoires de 
Turin. Si l’on suppose, au contraire, <t = tr, on trouvera , pour des valeurs de x 
renfermées entre les limites o , ^ , 


( 1 . 5 ) 


( 1 . 6 ) 


= J' ^(p)rfu-J-a ^ |cosnx J' cosaji. /“(p) </p| , 
irf(»)z=i s jsinnx^ Sinnp./’(p)rfp| . 


Les deux équations précédentes sont contenues dans le 5 Iémoire déjà cité de M. Fourier, 
pages 3 o 8 et 3 i i. Mais on doit observer que la première avait été donnée par Euler dans 
un Mémoire qui porte la date du i6 mai 1777 , et qui se trouve imprimé dans les Nova 
acta Academia: Pclropotilana pour l’année i7q 3. Quant è l’équation (■ 16) , on peut la 
déduire immédiatement do la formule (1 . 4 ) donnée par Lagrange, on remplaçant, dans 
cette formule, la fonction f{x) par f{vx), et les variables x, p par les rapports 

— • On déduirait de mémo les formules (111) et (11a) des équations (ii 5 ) et 


(1 1€) , en remplaçant la fonction f(x) par ^*e»ables x, p p.ir 

les rapports —, —, Remarquons enfin i.'que, pour obtenir l'équation (1.6), il 

IC IC 

suffit de substituer la fonction /'(x) è la fonction dérivée f(x ) , dans l’équalion (i i 5 ) 
diflerenciéc par rapport è In variable x , et combinée avec la formule 

IL* Aimit. . 48 
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= /"(;») —j;j ^ f sin «(»./■( !i) , 


du Inqucllc (in tire 

("7) J cos »(i. /■(!!)<<;» = —J s\nnji.f'{ff,)d^; 

((lie, si l’on ajoute, membre h membre , les équations (ii 5 ) et (1 16), on obtiendra 
une. autre équation comprise dans la Ibrmulo (77). 

Lorsque, dans les équations (1 15 ) et (i 16) . on prend successivement f{x) == 1 , 
f{x) =x , f[x) =x' , etc... , on en conclut, pour des valeurs de x renfermées 
entre les limites o , * , 


(.18) 


et 


("9) 


cosæ + -î2^4.i2iil. + . -J±Z2j±. 

' 3 ^ ^ 6 ’ 8 ' 

cosa: -1- -SîiËf. _U JEîîii. _L 

3 ^ 5 ^ \ ^ ' 


• etc,, 


, sin 3 * sinSx 
sma: -I J. — 


6 m 5 ® siri 5 * . 


^elc„ 


4 ■ 

warfïT-*) 


On pourrait «rrÎTcr oux mêmes rê»ullal«. en partant des formules (^ô) cl (74) de la 
psfcc Oio. En elTct , si 1 on pose , dans CCS formulcSp « = x *-ir, on en tirera , pour 
de* valeurs do x enmprijes entre ic* liiuUe* x = o , aw , 

(ISO) C0Sx4--^^î^f.U--î2!^ J- . _ y ^cot(x-n)t Jf , 

^ a- ^ 3 *- ^ 4- ^ ~~^~^x,Vnz U“j / ' 

et 


^ (n I 


) sin.-r -i. L ■ •‘° 4 * . r ’^»in (»-«)* /’/ I 

-r 5.—. H- • 
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puis, en roiDploci»» x par aa>> on IruuTcra , pour des valears de x renfermées 
entre les limites o , « , 


<lSï) 

et 

(iî5) 


FSj; , cos.^je , U)s6j> , p eCos(sj:-ir)j ff i \\ 

•" ’ ^ * ü»« V / 1 ’ 

4- . = — r f I I \ \ 


sin»* , sin4« , sliifî* 


Si maintenant en cnmbiDa la formule (lao) arec la. formule (ta*), ou la formule (iti) 
avec la foniiiilc (ia3), on obtiendra les suivantes : 


(is4) 

1 co« Sx 

, cos5» , 

' P c/is(ix-ir)t-a*'*eos(x-B)x ff t \\ 

i 3,«. 

ÿ>W * 


(laô) 

. , siiiSjr , 

sin bx , 

J' jr)i-a*'"'*'*9in(ir-Tr)* (f i 

sinx+ -4 

5>“+* * " 

a**""*"* MBirr II»*'"'*’'//’ 


f|ui subsistent pour des valeurs de x positives, mais inférieures II c, et qui, étant 
développées , reproduisent les équations (i i8) et (i iq). Il est bon d'observer que la pre- 
mière des équations (iig) cesse d'élre exacte, quand la variable- x devient précisé- 
ment équivalente « l'iinc des limites o , <r. Mais, si, dans la même formule, on attribue 

successivement à x les deux valeurs —, on retrouvera deux équations données 

par Leibnitz et pur Euler, savoir, 


I l * V 

‘-T + 7 +- = T ’ 


7 9 'I ■' »l/j 


Lorsque, dons les équations (i i5) et (i iG), on prend f{x) = e"> on en conclut , 
pour des valeurs de x comprises entre o et e , 

/ .. ar , „ , / I cosa» cos4* \ a*, .mt . f e"*3ar ^ 

(laG) e'* = — (e"-i) + + (« +') + — ; + ••■ • 

' e ' 'tas* i* + 4 <*-n6 / ir ' '^»*+i »’ + 9^ / 

et 

t ' 

/ \ a / ,» ,/ *'"* 5sin3a! \ a / avinax 4»in4x \ ^ 

" R ' '\s*+i a*-*-9 y B t s’+4 '’+'G / 
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Si , aprèi afoir ddreloppé le< deax membrea des formules précédentes suivant les puis- 
sances ascendantes de s , on égalait entre eux les coefTicieots des puissances sem- 
blables, on retrouverait les équations (ii 8 ) et ( 119 ), avec celles que comprennent les 
formules (laa) et (is3). 

Lorsque, dans la formule ( 1 15) , on pose fs=a«, et /'(x) = cos' — , s dési- 
gnunt une quantité positive quelconque, on on conclut 

X «• 

/ ox ^ ^ . « = 09 

(195) — CO»' — = # C08't.^v4-9 8 

9 9 O n=i 


fc/ O 


c«sanv.cos'><f> 


D ailleurs , j’ai prouvé, dans le Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites 
imaginaires [page 4 o], qu’on a généralement, pour des valeurs positives de s et de ( , 


( 139 ) 


/: 


COSiv. coi'sdv 


On aura donc par suite 


* r(s+i) 





l a 




(iSo) 


/; 


cos ans. cos 's. e/v 


»• 

*'*■ ''( 7 +"+-) ■'( 7 -+-) 


” s(s-a)...(r-an + a) 

['■(t + OT ('+*)(‘+4)...(s+a») 


et l’équation (ia 8 ) donnera, entre les limites ® = o, x = n. ou même entre les 
limites x=— r. x = ir. 


* * ‘ 

C08 ' — = — 


( 1 + 1 ) 

• , s(*-a) 1 

a a'~‘ 



]■ 

a s+a (. + a)(,+4) «“** + - j 


puis, en remplaçant x par ax, on trouvera, pour des valeurs uamériques de 


X plus petites que — , 

3 
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(i5n) cos 'as; 


I r(j+i) 








(*+») (»+4) 


7^cos4i +— • 


Si , dans la formule (i 5 l) , OD pose succeMireiuent, s = sm, «=am — i, m dé- 
signant un nombre entier quelconque , on obtiendra les deux équations 


1.5. 5... (am- i) 

1 1 

l ”* 

a.4.6...am 

1 3 

* m+i 

s. 4 . 6 . 1 . (am-a) | 

li. 

1 * am-i 

i.3.5...(am- 1) 1 

[ > 

* am+i 


(i35) cos 

( - ...T. 

(am-i)(aja-3) 
(am+i)(am+3) 


Cos4a>-f->" 


qui fournissent les déreloppements do cos*"æ et de cos*"~'as en deux séries dont 
l'une s’arrête , tandis que l’uutre est composée d’un nombre infini des termes. Si l’on 
fait, en particulier m — ■ , m = a , etc... , on tirera do l’équation (i33) 


^ cos*x= -i- + coMX = — (i 4-cosax) 
s a a 


(>55) 


3 / 1 a a* i \ 1 

os«x= + y cosax +y^Cos4»j = y (5+4cosax-l-cos4x>, 

y etc..... r 

et de l’équation (s34) 


/ 4 > . cosax cos 4 x cos 6 x cosSx 

cns«=y y +• 


(.36) 


^ 5-7 


7-9 


cot>x= 
^ etc 


I , cosax , coi4x 

cos 6 x 

eosSx 

1 

a .9 1 . 3.5 1 . 3 . 5. 7 

5.5. 7. 9 

5 . 7 . 9.11 

••• J P 


Ajoutons que , si l’on prend x = o , on tirera de la formule ( 1 3a) 
J.J • I J *(»-a)(>-4) I 

a s+a (* + a)(s+4) f (s+a)(s+4)(»+6) * 

et des formules (i36) 


...WirlL 

r(i+i) ■* - 
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I ‘ A. ^ * 

1.5 3.5 5.7 7 .' 


(. 38 ) 


+ 


4 a ’ 


■.3.5.7 3 . 5.7. 9 5.7.9.11 *4 U® 

etc 


Revenoo* nainienatil à la fonnnie ( 109 ). Si l’on 7 soppoae 

3 !. = o, X=s—, a=E — , f{x) = eo»’x, 

. 3 a 

$ (Ulaignant toujours une quantité poiitire, on obtiendra l’équation 
(1.Î9) cos'x = 


j 

(t) 

- t ^ 

CO$«iT 

. 

cossax 

[■■( 

’ $ 

-+l 

,3 



irl 


1 ri 

/I + 3* \ 



+ ... . 


qui subsiste pour les valeurs do x comprisos entre les limites x = — — , a: = — , 

et pour dos valeurs de a positives, mais inférieures & 2. Si l'on preflail précisément 
az= a , d’équation (iSg) coïnciderait avec la formule (iSa). De plus, si l’on combine 
l’équation (iSy) avec celle que l’on en déduit, quand on remplace > par -y. , on 

trouvera , entre les limites 0 = 0, a=i; œ = — — , x = — , 

a 2 


, » , , , i cosïx eoî3a* 

(.40) co.'*=_ r(s+ 1) . T+- 

Lorsque , dans cette dernibre formule , on po.se successivement «=i, puis s=sm 
et 5 — 2ni> — 1 , T» dési^aot un itouibre entier, ou en coaclut 


(> 4 i) 

1 rf»+i) 


COS-'x = 


- , («-‘K^-S) . , I 

a—. + ‘ ■ (*+')(»+3) (j+ij(s+5)(s + 5) 


- cosx H- *: r : — tt cos t 
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(«4») 

4 a-4 3’'* 

ir 5.5...(am+l) 

(i45) 


i , am-i _ , fam-iVam-S) , i 

cosaî ^ co»5x H — j -fi ^ cos5« + ... 

am + 3 (am-h3)(am+5) ' | 


1 . 3 . 

..(am-i) ( 

a. 4 . 



COS**""**® =: 


, w-> • , (m-i)fm-a) 

+ •^;rrr '<>* s* + . 


(m+i)(m+a) 

Un aura , par exemple , entre les limites as = — , ce = ~ , 


(•44) 


cot'z = — 


±1 

1 co$® ~ 

COs 5.£ 

, cos 5 æ 

COS 7a? 1 

COflQX 

» 1 


3 

*■ 5 

7 ^ 

r 

9 

8 

[ C 05 « 

cos3s 

coaSx 

, COS 7 JP 

COS9X , 

n 

1 1.3 ^ 

1.3.5 

3.5.7 

5.7.9 

7.9. 1 1 


et, pour une valeur quelconque de z , 


cosz = cosz , 


(i45) I coj’z=-|-^co8z + f cos3zj = f (3cosz + cos3z) , 


etc.. 


Si l'on prend z = o , les formules (i4>) et (i44) donneront 


(■46) 

et 

(•47) 


, I «-■ I (•-■)(^-3) «-M 

s+3 (»+S)(j+ 5 ) r(*+i) 


bm- 


J — ^ + — 

3 5^7 


7"^ 




1.3.5 

etc.... 


' +^ + 


3 . 5.7 5 . 7.9 


4 ’ 
T "■ 


I 

T" 
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Eofin , «i , clans la formule ( 1 3 g) , on pote a = — , alors , en ayanl égard k l’équalioD 

9 

connue 


(■48) 


r(s«) = a“-'»‘ 


-jr(*)r(,+ |). 


on trooTcra , entre les limites * = — — , x = — , 

a a 


(•49) 


r(^+i) 

— ' — i — t^cot'a: = 


(i) 


r(.+ i) 


* a*+i 3* (aj + i)fai- 1 )® 5* (ai+i)fa*- i)fas-3) 7 * 

cos - + r c®» — + ~) Tw r®®* — TT =T7 T ®®* — 

a ar+3 a (a 4 + 5 )(ai+i) a (ai+ 7 ){ai+o)(as- 1 ) a 


a as+i 3* a»-i 5x (a»+i)(ai-3) 7 » (as-i)(aj-5) gr 

cos — + —cos — + ^cos — +-^- — TT =f cot — •» 7 TT cos — +... 

a as+3 a a<+5 a (as+ 7 )(ai+ 3 ) a (as+ 9 )(as+ 5 ) a 


puis on on conclura , en prenant a = tn — , 


(i5o) 


a. 4 >-< (am-f a) 1 "c+j 

— = — ; ; 7 =- cos X = 

t.3...(am-H) r 


5* (m+i)(m-i) 7 * m(m-a) 9 * 


X m-fi J* m 

I ~ + — — COS — + r- ou» — •r • / ■ ■ "CT , , — T —7 ÏT7 — . w» — T ■■ 

a m+a a m+3 a (m+a)(m + 4) a (m+5)(m+5) a 


On aura, par exemple. 


/n • , ' 3x I 5x I 7x,i gx, 

= COS- + ;îCOS vcos cosi )-_cotE^ + ... , 

av/î a 3 a 5 a 7 a 9 a 


1 1 s , \ / ircosx I * , I 3 jt I 5x I 7* 

1’®') I =-=;rC06— H a-COS — COS r COt — 

4v/ï 3 a 1.5 a ' 3.7 a 5.g a 


-Î-C0S^+... 
MI S 


elc.< 


et 


Diqitized bv Coosle 



( 878 ) 


(. 5 .) 


fit I I 5* 1 7x 1.3 II» 1.3.5 i5» 

' a eos ® = coi- + -co» -co»— + — r-rco» . , . -co» 

a a a a. 4 a a.4-° » a.4.0.0 a 

4t/> t » a 3» I 5» I g» 1.3 i3» 

— = — CO» æ = co» - + - CO» — + T^co» -pg-co» — + , ^ O CO» — 

3 a 3 a 4 3 4-° a 4-o.o a 


\ Ole.. 


Ajoutool que, »i l'oo pose x = o , dan» la formule (i49) , oUe donnera 


;) 


(,551 , I »»■*•» I . (a»-3)(a. + i) (a,-5)(a«-i) _/«U r(«s; 

a, + 3 a,+5 ~ (a» + 7)(a, + 3) (a« + 9)(a,+5) \a/ 

Soient maintenant, dans l'équation (100) , 

*’(’■)=**'■ + >» f(»,r) 

<1 désignant toujours une constante positire. Alors , si l’on suppoq| la rariable x ren- 
fermée entre les limites . X. ei X — x. < . les espeessions (98) , (99) rem- 
pliront les conditions énoncées dans le théorème 4. Donc, en rertu de ce thé&réme, on 
aura , entre les limites (D = at, ,as — 


(‘ 54 ) 


■/y 




dp 


((•"■+1)) 


!0 , 


Si l’on combine cette dernière formule arec l’équation (79) par roie d’addition ou de 
soustraction , on en tirera 


(.55) 

et 

{‘ 56 ) 


f {=>)■■ 


. ft •"+> )) ~ 


. = ±h 1 __ 

'■ {(«"+>)) 


ou , ce qui revient au même , 
II.'ARRie. 


4» 
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(• 5 -) 

i ( pX r(a-jr„) 

— , COi / en» 

<î I • « ® 

*'l ■ . t 

(i58) 

.1 ) sin r '.:_ 


• ( 5-4 ) 

f{x) = 

f{,)d,+co, ^:±:±I 


’-f:.' 


fiv) + I > 


f[x)-. 


px . 3ir(x-x.) px . 3jr(pi-x„) .... I 

pui» , CD prenant z„ = o, »^Y = a = ir, on trouvera , pour de» valeur» de x com- 
prise» entre les llinile» o et , 

1 

A®) = |co»{“"+ i)* y’^“cos(9n + l)^./‘(p)d;i| , 

/•(r)r=^%_^ |6m(ï»+ ))x^^^~»!n(ai»4- i).u./'(,.)dp| . 


(•59) 

cl 

(iCo) 


Les formules (iSg) et (iCo) s'accordent avec celle» que H. Poisson a données dan» le 
i8.* cahier du Journal de l'École Polytechnique [page Éa première comprend 
comme cas particulier l'équation (i4o)’ 

Les applications que nous venons de faire du théorème 4 • sufluent pour montrer le 
parti qu'on peut en tirer. 11 serait facile d'étendre indéfiniment ces application», et de 
combiner ensuite Ids formules obtenues avec celles que fournit le tbéoréme 3. En opé- 
rant de la sorte, et désignant par a une constante positive, par b. A, B des 
constante» quelconques , enfin par f(r) et f,(r) des fonctions entières de r. on 

trouvera , par exemple, i.* pour des valeurs de x comprise» entre le» limites 
x;=:Xt, x = X<Cx,-^a, ■ 


( i 6 j ) .f{x)z 


r 

O 


(( t(i-r)f,(r)«-.f(rJf,(é-r).*C»-0 )) 


(iGl) ^f{x) = 




(( (,J+r)(B + r)c‘r.(A.r){B-r)t-")) 
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( 375 ) 

s.* pour lies râleur* de x comprise* entre le» limites x = o , x = a , 


(iC3) f{x) = £, 
(i64) 




({ (A*r){H+r).-'-{A-r){B-r).-’' )) 
\ 

/•{») = 


f (i -«“•'■cosar)[«"-cosrx- «inrj:]-^*’'sîno r[r— "-cosrj7 + sinrj] 

^ (( <»*«'■- i )) 




(.65) 


f{x)z= 


f (l 4 .«— "’cosSr) {«"-cosrx-sin rx)+*—“''«iniir(*—';*-c08rx-sinrx) p' _ , 

(( (c*'’+«-*’ )cosar+* )) ^ **' 

Le* formule* (.63), (.64). (.65) peurent être employée* arec succès, la première, 
quand on recherche le* lois suivant lesquelle* la chaleur se propage dans une barre mé- 
tallique . et les deux dernières quand il s’agit de déterminer les vibration* d'une lame 
élastique très-étroite , dont le* extrémités sont fixe* , ou l’une fixe et l’autre mobile. On 
peut consulter 5 ce sujet le Mémoire que j’ai publié en février 1837 sur l'application du 
calcul des résidus aux question* de physique. 

En twminant cet artiole , je ferai observer qu’il serait facile de généraliser les for- 
mules auxquelles nous sommes parvenus , de maniéré è en obtenir d’autres qui serviraient 
è transformer non plus une fonction f{x) de la seule variable x, mais une fonction 
f[x,y,.,.) de plusieurs variables x,y,... Ainsi , en particulier, si l’on remplace, 
dans la formule ( 76 ) , f[x) par f{x,jr), on trouvera , entre les limites x = x, , 
x = X < x^ + a , 


(. 66 ) 


= L 


: . ((»"-•)) 


Ç’ailleurs on trouvera de même, entre les limite* j =y, , y=: y < y. + 6 , 


('67) 




I — J ^ f • 

((*“-•)) 

b désignant une quantité positive, et le signe £ étant relatif b la variable 1 , On 
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( S;'» ) 

aiir» donc p»p suite , entre les limites x»x, , * = /ï<x, ■4-a; y xy, , 

y:=Y.<y,+ b, 

‘X /»r 


(. 68 ) 


C' r c* 

/•/_ r r -J ‘‘.J J- 

— ((•*'->))({«*'-')) 


Pour déduire celle dernière équation de la formule (7), il suffirait de poser 


F(r) = e"— I, ï(r)=i, f(i,7^,r) = <£. — — — — 


((«‘'-O) 


Post Scrîptum. Lorsque, dans In formule (77), on pose a=-jh, Xo~ — A, 
X = h , ou obtient une équation' donnée par M. Poisson dans le 19.* cahier du Journal 
de l’École Polytechnique, saroir. 


('<* 9 ) 




Cette équation, qui subsiste entre les limites x = — h, x — k, se déduit de la 
formule (78), quand on y remplace la fonction f{jx) par kj, et les variables 

X , ft par les binomea -h", ? + ’’ • IJ*' • quoique la formule (77) paraÜse 

« A 


plus générale que l'équation (169), on peut néanmoins, en profilant des remarques 
faites par M. Fooricr dans le Mémoire que nous avons précédciumeut rappelé , tirer la 
première de la seconde. Il suffit on effèt , pour y parvroir, d'admettre que les quantités 
æ. , X sont comprises entre les limites —A = — ’,a , -{-A = -a , puis de subs- 
tituer à f(x) une fonction de x qui soit constamment nulle hors des limites x = x, , 
X = A' , et constamment égale è f[x) entre ces limites. Ainsi , la formule (77) est 
renfermée implicitement dans l’équation (78). Ün prouverait de mémo que les formules 
(109) et (1 lo) peuvent être déduites des équations (i i 4 ) et (1 iS) données par Lagrongo 
et par Euler. Observons enfin qu’il sulfit d’ajouter, membre à membre, les formules 
(log) et (1 so) , puis do remplacer a par 5a , pour reproduire l'équation (77)* Seu- 
lement, lorsqu’on opère comme on vient de lo dire , la formule (77) ne .se trouve établie 
que pour des valeurs de x cumpeises entre les limites æ = x, , æ = AT < x.-j-fa .. 


c::go(v> 
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